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En esta Tesis, se hallan soluciones exactas de tipo similaridad a diferentes problemas
de tipo Stefan sobre medios unidimensionales semi-infinitos, homoge´neos e isotro´picos con
la caracter´ıstica principal de considerar calor latente variable, el cual en caso cla´sico es
considerado constante. Adema´s, se obtienen aproximaciones a algunos de estos problemas,
mediante me´todos de balance integral. Se testea la exactitud de las soluciones aproximadas
mediante su comparacio´n con la solucio´n exacta.
En una primera instancia, se presentan dos problemas de tipo Stefan con calor latente
variable, definido como una potencia no negativa de la posicio´n y con una condicio´n de
tipo Robin en el borde fijo del material: el primero a una fase y el segundo a dos fases. Se
determinan soluciones de similaridad utilizando las funciones de Kummer. Se estudian las
condiciones sobre los datos del problema a una fase, para que el mismo resulte equivalente
al problema que posee una condicio´n de Dirichlet o Neumann, en vez de la de Robin, en
el borde fijo. Tanto para el problema de Stefan a una fase como para el de dos fases, se
analiza el comportamiento l´ımite cuando el coeficiente que caracteriza la transferencia de
calor en el borde fijo tiende a infinito. Se muestran tambie´n diferentes ejemplos nume´ricos.
Luego, se generalizan los resultados obtenidos, estudiando problemas de tipo Stefan
con calor latente dependiente no solo de una potencia de la posicio´n sino tambie´n de una
potencia de la velocidad. De manera ana´loga, se resuelven los problemas con condiciones
de temperatura, flujo o convectiva en el borde fijo, mediante el me´todo de similaridad.
Para el caso convectivo, se realiza un estudio del comportamiento l´ımite de la solucio´n
cuando el coeficiente que caracteriza la transferencia de calor en el borde fijo tiene a
infinito. Se proveen ejemplos computacionales para el ca´lculo de la frontera libre y el
iii
calor latente variable en el tiempo.
Por u´ltimo, se presentan aproximaciones para el problema de Stefan a una fase con
calor latente dependiente de la posicio´n y condiciones de tipo Dirichlet o Robin en el borde
fijo. Para obtener dichas aproximaciones se utiliza el me´todo de balance integral cla´sico,
una variante del mismo, y el me´todo de balance integral refinado. Se comparan las distintas
aproximaciones con la solucio´n exacta y se calculan los errores relativos porcentuales que
se cometen en cada me´todo.
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La presente Tesis tiene por objeto de estudio los llamados problemas de frontera li-
bre, los cuales son problemas de contorno para ecuaciones diferenciales parciales donde
interviene, adema´s de las funciones inco´gnitas del problema, una superficie inco´gnita lla-
mada frontera libre, que separa dos o ma´s regiones. Un caso particular son los problemas
de cambio de fase. Dichos problemas tienen lugar en diversas aplicaciones industriales
y naturales, desde el derretimiento de los casquetes polares y la solidificacio´n de la lava
de un volca´n hasta la colada continua del acero. Muchos mecanismos tienen lugar en los
procesos de cambio de fase, entre ellos: la transferencia de calor, la absorcio´n o liberacio´n
de calor latente, cambios en las propiedades termof´ısicas, etc. Tanto las fases so´lidas como
la l´ıquidas se caracterizan por las fuerzas de unio´n que mantienen a los a´tomos con cierta
proximidad. En un so´lido, las mole´culas vibran alrededor de posiciones fijas de equilibrio,
mientras que en un l´ıquido saltan entre dichas posiciones. La manifestacio´n macrosco´pica
de esta energ´ıa se denomina calor o energ´ıa te´rmica y su medida es la temperatura. Cla-
ramente, los a´tomos en la fase l´ıquida son ma´s energe´ticos que en la so´lida, y es por ello
que en el proceso de fusio´n, un so´lido debe adquirir determinada cantidad de energ´ıa para
vencer las fuerzas de unio´n entre sus a´tomos. Esta energ´ıa se refiere al calor latente (L).
En cambio para la solidificacio´n de un l´ıquido, obviamente se requiere de una liberacio´n
del calor latente. Adema´s de la absorcio´n o liberacio´n del calor latente, la transicio´n de
una fase a otra ocurre a una temperatura determinada llamada temperatura de cambio de
fase y la regio´n donde el so´lido y el l´ıquido coexisten se denomina interfase.
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La formulacio´n matema´tica que describe el proceso f´ısico de cambio de fase (solidifi-
cacio´n o fusio´n) se conoce en la literatura como problema de Stefan (en algunos casos,
como problema de Lame´-Clapeyron-Stefan). Dicho nombre surge en los an˜os 1890 en ho-
menaje a los numerosos trabajos anal´ıticos y experimentales que realizo´ el f´ısico esloveno
Josef Stefan [4, 5, 6]. Sin embargo, no fue el u´nico en formalizar y resolver este problema.
Cabe destacar que en [7], Lame´-Clapeyron algunas de´cadas antes, en 1831, estudiaron el
problema de solidificacio´n por enfriamiento de un globo l´ıquido (Tierra) arribando a la
formulacio´n matema´tica del problema de Stefan.
Los problemas de Stefan son un problema particular de frontera libre, cuyo objetivo es
el de describir las fases so´lida y l´ıquida en un proceso de cambio de fase. Se caracterizan
por tener una frontera mo´vil, cuya posicio´n es desconocida a priori. La posicio´n de dicha
frontera, que es funcio´n del tiempo, debe ser determinada como parte de la solucio´n. A
dicho problema en particular se lo conoce como problema de Stefan a dos fases. A veces,
es conveniente reducir el problema, asumiendo que el so´lido o l´ıquido se encuentra a la
temperatura de cambio de fase. Dicha simplificacio´n del modelo es referida en la literatura
como problema de Stefan a una fase.
En general, encontrar la solucio´n a un problema de Stefan requiere de la resolucio´n
de una ecuacio´n diferencial parcial, generalmente de tipo parabo´lico como la ecuacio´n del
calor, sujeta a una condicio´n en la interfase que describe la evolucio´n de la frontera. Se
supone que la interfase se encuentra a una temperatura conocida y que el flujo de calor
a trave´s de ella es discontinuo. A continuacio´n se vera´ la formulacio´n matema´tica de este
tipo de problemas.
Formulacio´n matema´tica del problema de Stefan cla´sico
Problema de Stefan a dos fases







(temperatura de cambio de fase), y en el borde fijo x = 0 es calentado
a una temperatura θ0 > θf , entonces se tiene un problema de Stefan a dos fases, cuya
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(x, t) si 0 < x < s(t), t > 0
θ
f
si x = s(t), t > 0
θ
s



















= 0, x > s(t), t > 0 (1.1b)
θs(x, 0) = θi, x > 0 (1.1c)
θ
l
(0, t) = θ0, t > 0 (1.1d)
θ
l









(s(t), t) = ρLs˙(t), t > 0 (1.1f)
s(0) = 0. (1.1g)
donde L es el calor latente por unidad de masa, ρ es la densidad de masa comu´n a ambas
fases, k es la conductividad te´rmica, y c el calor espec´ıfico. Los sub´ındices l y s hacen
referencia a las fases l´ıquida y so´lida respectivamente. Este problema corresponde a un
proceso de fusio´n. Sin embargo, se puede plantear de manera ana´loga el problema de
solidificacio´n.
Las ecuaciones (1.1a)-(1.1b), representan la ecuacio´n de conduccio´n del calor para




























representan las difusividad te´rmica en las fases l´ıquida y so´lida,
respectivamente.
Las condiciones (1.1c), (1.1d) y (1.1e) expresan que la temperatura inicial, la tempe-
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ratura en el borde fijo x = 0 y en la frontera libre x = s(t), son constantes dadas por θ
i
,
θ0 y θf , respectivamente.
La condicio´n (1.1f) es conocida como condicio´n de Stefan y se deduce del principio de
conservacio´n de la energ´ıa.
La solucio´n exacta de dicho problema es conocida como solucio´n de Neumann y fue
dada en [4, 8, 9, 10]. Esquema´ticamente, este modelo se representa en la Figura 1.1.
Figura 1.1: Esquema del problema de Stefan a dos fases gobernado por (1.1a)-(1.1g)
Problema de Stefan a una fase
Si en el caso anterior el cuerpo semi-infinito se encuentra en estado so´lido a la temperatura
de fusio´n θf entonces puede plantearse el siguiente problema de Stefan a una fase que
consiste en hallar la frontera libre s = s(t) y la temperatura
θ(x, t) =
 θ(x, t) si 0 < x < s(t), t > 0θ
f
si x ≥ s(t), t > 0








= 0, 0 < x < s(t), t > 0 (1.2a)
θ(0, t) = θ0 > θf , t > 0 (1.2b)




(s(t), t) = −ρLs˙(t), t > 0 (1.2d)
s(0) = 0, (1.2e)
donde los coeficientes k y c corresponden a los de la fase l´ıquida. La solucio´n exacta de
dicho problema fue dada por Lame´-Clapeyron en [7].
Esquema´ticamente, se esta´ planteando el problema de fusio´n de un material semi-
infinito, representado por x > 0, que inicialmente se encuentra en fase so´lida a temperatura
de fusio´n θ
f
y que en el borde x = 0 se le impone una temperatura mayor a la de fusio´n.
En cada tiempo t > 0, existira´ un punto x = s(t) que separara´ la fase l´ıquida representada
por el intervalo (0, s(t)) y la fase so´lida, representada por (s(t),+∞), que se encuentra a
su temperatura de fusio´n (ver Figura 1.2)
Figura 1.2: Esquema del problema de Stefan a una fase dado por (1.2a)-(1.2e)
A pesar de la aparente linealidad de las condiciones de las formulaciones anteriores, se
debe destacar que la principal dificultad de la resolucio´n de problemas de Stefan radica
en su no-linealidad. En efecto, si en el problema (1.2), se deriva la condicio´n (1.2c) con
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(s(t), t) = 0, t > 0,














indicando la no linealidad del problema (1.2), [11].




< θ(x, t) < θ0 , ∀(x, t) ∈ D = {(x, t) : 0 < x < s(t), t > 0}
s˙(t) > 0, t > 0,
∂θ
∂x
(x, t) < 0,
∂θ
∂t
(x, t) > 0,
∂2θ
∂x2
(x, t) > 0, ∀(x, t) ∈ D.
En el problema (1.2), el proceso de cambio de fase se inicia gracias a una excitacio´n en
el borde fijo, lo cual se traduce matema´ticamente, en imponer una condicio´n de borde en
x = 0. En dicho ejemplo, se impone una condicio´n de temperatura dada por la constante
θ0 . Sin embargo existen condiciones de borde ma´s generales:
• Condicio´n de temperatura en x = 0 (Dirichlet):
θ(0, t) = θ0(t). (1.4)
En este caso, se especifica la temperatura en cada punto de la frontera fija. Se asume
que la fuente de calor de la temperatura impuesta θ0 = θ0(t), tiene un contacto
perfecto con la superficie del material [9, 12].
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(0, t) = −q(t) (1.5)
En este caso, se impone la cantidad de calor q = q(t) que entra al borde fijo por
unidad de tiempo. Aunque, lo que realmente se impone en la pra´ctica, es la cantidad
de calor que se derrama sobre la frontera [9, 13].




(0, t) = h [θ∞(t)− θ(0, t)] . (1.6)
Desde el punto de vista pra´ctico, e´sta es la condicio´n que representa de manera
ma´s fiel el proceso de imponer una cierta temperatura en la frontera. Se asume
que el flujo entrante en la cara fija del material es proporcional a la diferencia
entre la temperatura θ(0, t) de la superficie fija del material (desconocida) y la
temperatura ambiente impuesta θ∞ = θ∞(t) (Ley de enfriamiento de Newton). La
constante h representa el coeficiente de transferencia de calor en el borde fijo (ver
[9, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22])
Se analiza a continuacio´n, la te´cnica matema´tica ma´s esta´ndar para hallar solucio´n a
un problema de Stefan.
Me´todo de semejanza: solucio´n de similaridad
Una de las principales te´cnicas para encontrar solucio´n exacta al problema de Stefan es
el me´todo de semejanza [23]. A trave´s de este me´todo, el orden de la ecuacio´n diferencial
parcial puede reducirse reescribiendo la ecuacio´n en te´rminos de la variable de similaridad.









con a2 = k
ρc
el coeficiente de difusio´n. Dicha ecuacio´n resulta invariante bajo una trans-
formacio´n de variables x, t dada por:
ξ = λx, τ = λ2t, (λ 6= 0).


















Luego si las condiciones de contorno para la ecuacio´n (1.2a) no se modifican bajo el
cambio de escala, la temperatura verifica que
θ(x, t) = θ(λx, λ2t), ∀λ 6= 0.

































θ(x, t) = ω(η). (1.9)
Una consecuencia de la propiedad de autosimilaridad de los feno´menos f´ısicos es la
posibilidad de reducir la cantidad de variables que es necesario conocer para describirlos.
En particular, desde el punto de vista matema´tico, resolver un problema de Stefan a
partir de buscar soluciones de similaridad permite pasar del estudio del problema original
en ecuaciones en derivadas parciales al estudio de un problema en ecuaciones ordinarias.
Esto ultimo muchas veces facilita la resolucio´n del problema.
Se puede asegurar que la funcio´n θ(x, t) = ω(η) es solucio´n de la ecuacio´n del calor





+ 2ηω = 0, (1.10)
cuya solucio´n general esta´ dada por
ω(η) = C1 + C2 erf(η), η > 0, (1.11)







y C1 y C2 son constantes a determinar a partir del resto de las condiciones del problema
(1.2).
Por la condicio´n (1.2b) resulta que C1 = θ0. Por otro lado, para que la condicio´n (1.2c)
se cumpla, es necesario que el cociente
s(t)
2at




t, t > 0.
Se tiene tambie´n que (1.2c) implica que C2 =
θf − θ0
erf(ξ)
. Finalmente, para que se verifique
la condicio´n de Stefan (1.2d), la constante ξ deber ser la u´nica solucio´n de la ecuacio´n
trascendente:




donde Ste es el nu´mero de Stefan y esta´ definido por
Ste =
c(θ0 − θf )
L
. (1.14)
Se concluye entonces que el problema de Stefan a una fase (1.2) tiene una u´nica solucio´n
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de similaridad dada por










, 0 < x < s(t), t > 0
s(t) = 2aξ
√
t, t > 0
donde ξ es la u´nica solucio´n de la ecuacio´n (1.13).
De manera ana´loga se puede hallar la solucio´n de similaridad para el problema de
Stefan a dos fases (1.1).
La caracter´ıstica ma´s importante de las soluciones expl´ıcitas a problemas de cambio
de fase, radica en el hecho de que nos proporcionan una imagen completa de co´mo los
diversos para´metros interactu´an entre s´ı. Es so´lo con la ayuda de soluciones expl´ıcitas que
se tiene un conocimiento perfecto del proceso en estudio. Sin embargo, hallar soluciones
exactas a problemas de Stefan no es una empresa fa´cil. Dichas soluciones (de similaridad)
se pueden encontrar en problemas con condiciones muy restrictivas como ser: 1 dimensio´n,
geometr´ıa semi-infinita, temperatura inicial uniforme, etc. Es decir, dada la naturaleza no
lineal de este tipo de problemas, las soluciones anal´ıticas se limitan a unos pocos casos
y se hace necesario el estudio de me´todos de aproximacio´n para los mismos. Se presenta
a continuacio´n uno de los me´todos ma´s esta´ndar para la aproximacio´n de soluciones de
problemas de tipo Stefan.
Me´todo de aproximacio´n por balance integral
Uno de los mecanismos de conduccio´n de calor es la difusio´n. Es por eso, que la excita-
cio´n en borde fijo x = 0 (por ejemplo: una temperatura, un flujo de calor) no se propaga
inmediatamente a todo el material x > 0 sino que su efecto se percibe en un intervalo
acotado (0, δ(t)), para cada tiempo t > 0, fuera del cual la temperatura permanece igual a
la temperatura inicial. El me´todo del balance integral calo´rico introducido por Goodman
en 1958 [24], postula la existencia de una funcio´n δ = δ(t) que mide la profundidad de
la capa te´rmica, es decir, la distancia hasta la cual penetra el calor. En los problemas de
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cambio de fase, a esta capa te´rmica se la asume como la frontera libre, es decir δ(t) = s(t).
Se ilustra a continuacio´n co´mo aplicar el me´todo de balance integral calorico al proble-
ma de Stefan a una fase (1.2). Se asumira´ en particular que θ
f
= 0. Se observa que si (θ, s)
es solucio´n de dicho problema, a partir de la ecuacio´n del calor (1.2a), la temperatura de






























Adema´s, si se deriva a la condicio´n (1.2c) con respecto al tiempo, se despeja s˙ y se lo
reemplaza en la condicio´n de Stefan se obtiene la condicio´n (1.3), a trave´s de la cual se











El me´todo de balance integral calo´rico postula aproximar la solucio´n (θ, s) del problema
exacto (1.2), con la solucio´n (θ˜, s˜) del problema aproximado: (1.15), (1.2b), (1.2c), (1.16),
(1.2e). Es decir, se reemplaza la ecuacio´n del calor (1.2a) por (1.15) y la condicio´n de
Stefan (1.2d) por (1.16), manteniendo el resto de las condiciones del problema exacto
iguales. Para la resolucio´n del problema aproximado se propone un perfil de temperatura
cuadra´tico en el espacio













El me´todo consiste entonces, en transformar la ecuacio´n del calor en una ecuacio´n
diferencial ordinaria en el tiempo asumiendo un perfil cuadra´tico de temperatura en el
espacio. Para este perfil, diferentes variantes se han establecido en [25, 26]. Adema´s, en
11
[27, 28, 29, 30, 31, 32], se ha aplicado el me´todo de balance integral, utilizando distintos
perfiles de temperatura.
Motivacio´n para el estudio de problemas de Stefan con calor la-
tente variable
En la formulacio´n cla´sica del problema de Stefan, se establecen ciertos supuestos sobre
los factores f´ısicos involucrados en el proceso de cambio de fase con el fin de simplificar la
descripcio´n del modelo. Una de estas hipo´tesis, es considerar al calor latente L constante.
Sin embargo, existen diferentes aplicaciones que motivan a resolver problemas de Stefan
con calor latente variable.
Movimiento de la costa mar´ıtima en una cuenca sedimentaria
En [33] se desarrollo´ un modelo para el movimiento de la costa en una cuenca sedi-
mentaria en respuesta a los cambios en el flujo de l´ınea de sedimentos, el hundimiento
tecto´nico de la corteza terrestre y el cambio del nivel del mar. Un esquema de la seccio´n
transversal de la cuenca se muestra en la Figura 1.3.
Figura 1.3: Seccio´n transversal de una cuenca mar´ıtima sedimentaria [1]
En cada punto del proceso, dos dominios pueden ser identificados en el sistema. El
primero es el dominio fluvial subae´reo. En este dominio, el transporte de sedimentos se
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, 0 ≤ x ≤ s(t), (1.18)
donde h es la altura del sedimento con respecto a una referencia, b es la altura de la corteza
terrestre y la difusividad v depende de las caracter´ısticas de los granos de sedimentos. La





(0, t) = −q(t), h(s(t), t) = z(t), (1.19)
donde q es un flujo de sedimento prescrito y z(t) la altura del mar.
El segundo dominio, es un dominio submarino fuera de la costa. El transporte de
sedimento en esta parte esta´ controlado por una combinacio´n de procesos impulsados por
la pendiente y la corriente que generan las olas. En [33] se propone un tratamiento simple
que fija la superficie sedimentaria fuera de la costa en un a´ngulo fijo α. Se asume que
el movimiento de los granos por la avalanchas subacua´ticas es mucho ma´s ra´pido que
el movimiento de sedimentos por procesos fluviales. De esta forma, se puede modelar la
regio´n fuera de la costa como una “cun˜a de sedimentos”. Se proporciona una condicio´n
para el avance o retirada de la costa dada por
−v∂h
∂x















donde u es la posicio´n x de la interseccio´n entre la punta de la cun˜a y la base.
Las ecuaciones (1.18)-(1.20) definen el problema de seguimiento de la costa. Un caso
l´ımite surge al considerar constante el nivel del mar, es decir z = 0 y suponer que no hay
hundimiento tecto´nico de la corteza terrestre (b constante). Asumiendo tambie´n una base
con pendiente β < α constante, de manera que α(u− s) = αβs/(α− β) = γs (ver Figura
13










(0, t) = −q, t > 0, (1.21b)




(s(t), t) = −γs(t)s˙(t), t > 0. (1.21d)
Cabe destacar que si se compara la condicio´n (1.21d) con la condicio´n de Stefan del
problema de Stefan a una fase cla´sico como (1.2), resulta que el te´rmino correspondiente
al calor latente L no es constante, sino que resulta del tipo L = const. s, es decir, una
funcio´n lineal de la posicio´n.
Figura 1.4: Caso l´ımite de la seccio´n transversal de una cuenca mar´ıtima sedimentaria [1]
Consolidacio´n unidimensional del suelo con umbral de gradiente
La consolidacio´n del suelo es un proceso especial de transferencia de masa. En la arena,
este proceso generalmente es controlado por la ley de Darcy, mientras que en la arcilla,
esta´ gobernado por otros modelos no-Darcy. Un modelo t´ıpico no Darcy es aquel que
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presenta un umbral de gradiente como el siguiente
v =
 0 si |i| ≤ i0k(|i| − i0) si |i| > i0 , (1.22)
donde v es la velocidad aparente del fluido, k el coeficiente de permeabilidad, i el gradiente
hidra´ulico e i0 el umbral de gradiente.
En la Figura 1.5 se muestra un diagrama de la consolidacio´n unidimensional del suelo
con umbral de gradiente.
Figura 1.5: Diagrama de la consolidacio´n del suelo con umbral de gradiente [2]
En dicha figura se tiene una carga q(t) dependiente del tiempo. Se denota con γw a la
unidad de peso del agua y con S(t) a la profundidad del frente de filtracio´n., en el cual el
exceso de gradiente de presio´n de poro alcanza el valor i0γw .
Durante el proceso de consolidacio´n, el frente de filtracio´n se mueve hacia abajo gra-







donde qc es un coeficiente de carga y tr un tiempo de referencia, resulta que dicho proceso
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, 0 < z < S(t), (1.24a)
w(0, t) = − 2qc√
tt
√
t, t > 0, (1.24b)
∂w
∂z
(S(t), t) = i0γw, t > 0, (1.24c)
w(S(t), t) = 0, t > 0, (1.24d)
w(z, 0) = 0, (1.24e)
donde w(z, t) = u(z, t)− q(t), siendo u el exceso de presio´n de poro y cv el coeficiente de
consolidacio´n.
Como puede apreciarse, el problema (1.24), resulta un problema de frontera libre
impl´ıcito, dado que la velocidad de la frontera libre no aparece en la condicio´n (1.24c).







y entenderse como una condicio´n de Stefan en donde el calor latente L resulta del tipo
L = const.
S˙(t)
, es decir, como una funcio´n inversamente proporcional a la velocidad de la
frontera libre.
Congelacio´n artificial del suelo
Durante el proceso de congelacio´n del suelo, el agua l´ıquida en los poros del suelo es
el u´nico material de cambio de fase, la cual se convierte en hielo y libera calor latente. La
cantidad de calor latente liberado por el agua l´ıquida depende del contenido volume´trico
del agua. Diferentes distribuciones del contenido volume´trico del agua pueden conducir a
variaciones espaciales en el calor latente.
Existen dos tipos de procesos de congelacio´n del suelo: uno es el proceso natural
causado por la variacio´n en la temperatura del aire y otro es el artificial. La te´cnica de
congelacio´n artificial del suelo es ampliamente utilizada en ingenier´ıa subterra´nea.
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La congelacio´n artificial (AGF) del suelo, es una te´cnica que se utiliza para la conso-
lidacio´n o impermeabilizacio´n temporal del suelo, con el fin de respaldar la excavacio´n de
tu´neles o pozos, impidiendo su desmoronamiento. Como se muestra en la Figura 1.6, la
te´cnica AGF entierra losas de congelacio´n o tubos en el suelo. Se hace circular un refrige-
rante dentro de estas tuber´ıas y se congela el suelo hacia abajo desde x = 0. Despue´s de
que el espesor de la zona congelada alcanza cierto nivel, la fuerza de la pared congelada
puede ser suficientemente grande como para soportar la carga proveniente de los suelos
suprayacentes y las edificaciones superficiales. Durante esta te´cnica, la distribucio´n del
calor latente se determina a partir del contenido volume´trico del agua y este u´ltimo es
el resultado del proceso de consolidacio´n del suelo. Para suelos de grano fino tales como
el limo y la arcilla, hay un umbral de gradiente para flujo de l´ıquido en el suelo. En [2]
se investigo´ el proceso unidimensional de consolidacio´n del suelo con umbral de gradiente
uniforme, y se indico´ que el contenido volume´trico de agua despue´s del la consolidacio´n es
una funcio´n lineal de la profundidad. Si se supone un umbral de gradiente no uniforme y
se considera el caso especial en que el contenido volume´trico del agua puede ser aproxima-
do por −γxα/Lw (γ < 0), con Lw el calor latente volume´trico de agua pura, entonces la
distribucio´n del calor latente puede ser descripta por −γxα, es decir, una funcio´n potencia
de la posicio´n.
Figura 1.6: Esquema del problema de Stefan a dos fases para la congelacio´n del suelo [3]
Matema´ticamente, este modelo formulado en [3] lleva a resolver un problema de Stefan
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a dos fases que consiste en hallar la temperatura en la zona congelada T1 , la temperatura
en la zona no congelada T2 y la frontera libre x = s(t) que separa ambas regiones, con la
particularidad de que el calor latente es una potencia de la posicio´n L = const. sα.
Antecedentes de problemas de Stefan con calor latente variable
Las tres aplicaciones concretas presentadas anteriormente: el movimiento de las costas
mar´ıtimas [1], la consolidacio´n de suelo con umbral de gradiente [2] y la congelacio´n
artificial del suelo [3], son los disparadores que motivan el estudio de los problemas que se
presentan en esta Tesis. Sin embargo, existen numerosos art´ıculos que estudian problemas
de Stefan con calor latente variable. A continuacio´n presentamos y resumimos algunos de
los resultados existentes en la bibliograf´ıa acerca de este tipo de problemas:
En [34] se considera un problema de Stefan con un calor latente dado como funcio´n
general de la posicio´n de la frontera mo´vil L = ϕ(s(t)). Tal suposicio´n corresponde al
caso pra´ctico cuando se tienen en cuenta la influencia de feno´menos tales como la tensio´n
superficial, los gradientes de presio´n y la no homogeneidad de los materiales. En este
art´ıculo se estudian las condiciones suficientes que aseguran existencia y unicidad de la
solucio´n.
Como mencionamos anteriormente, en [1] se estudia el movimiento de las costas mar´ıti-
mas en cuencas sedimentarias, dando lugar a un problema de tipo Stefan a una fase donde
el calor latente se define como una funcio´n lineal de la posicio´n de la frontera libre, es decir
L = γs(t) (con γ una constante dada). En dicho art´ıculo se halla la solucio´n exacta de tipo
similaridad para el problema planteado. La generalizacio´n matema´tica del correspondiente
problema a dos fases es considerada y resuelta en [35].
En [36] se considera un problema de Stefan a una fase donde el calor latente no es
constante sino una funcio´n potencia de la posicio´n L = γsn(t) (con γ una constante dada
y n un natural). La extensio´n para exponentes reales no negativos se presenta en [37]
y la generalizacio´n a dos fases fue realizada en [3]. En todos estos trabajos se hallaron
soluciones de similaridad suponiendo condiciones de temperatura o flujo en el borde fijo.
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Como fue previamente expuesto, en [2] se estudia la consolidacio´n unidimensional del
suelo con umbral de gradiente. El modelo matema´tico se reduce a un problema de Stefan
donde el calor latente se puede expresar como L = γ
s˙(t)
. Es decir, un calor latente que
depende de la tasa de cambio de la frontera libre. Si bien no resulta ser un problema de
Stefan propiamente dicho se puede considerar como un problema de frontera libre con
condiciones impl´ıcitas [38], [39].
En el reciente art´ıculo [40], se estudia un problema de Stefan cla´sico con simetr´ıa
cil´ındrica donde el calor latente esta´ dado por L = γrα. Es decir, donde el mismo var´ıa
como una potencia de la distancia radial. All´ı se hallan soluciones exactas de similaridad,
utilizando las funciones de Kummer; extendiendo los resultados existentes en la literatura
a un sistema de coordenadas cil´ındricas: [1, 35, 36, 37, 3, 41, 42].
Otros problemas de Stefan con simetr´ıa cil´ındrica y calor latente variable pueden en-
contrarse en [43, 44]. En estos casos, el calor latente depende inversamente del cuadrado
del radio. Cabe mencionar que distintas observaciones experimentales y simulaciones, indi-
can que en la fusio´n de nanopart´ıculas, la variacio´n del calor latente debe ser considerada,
dando lugar a modelos en coordenadas esfe´ricas como [45]. En simetr´ıa cil´ındrica, podr´ıa
corresponderse a la fusio´n de nanohilos [46]. Ma´s bibliograf´ıa acerca de problemas de
cambio de fase con calor latente no constante puede encontrarse en: [47, 48, 49, 50, 51].
En esta Tesis se pretende generalizar matema´ticamente algunos de los resultados obte-
nidos en la bibliograf´ıa existente, hallando soluciones exactas y aproximadas a problemas
de tipo Stefan con calor latente variable.
En el Cap´ıtulo 2 se presentan definiciones y resultados previos que sera´n de utilidad
para los cap´ıtulos siguientes.
En el Cap´ıtulo 3, motivados por [1, 36, 37], se presentan dos problemas de tipo Stefan
con calor latente definido como una potencia real, no negativa de la posicio´n y con una
condicio´n de tipo Robin en el borde fijo del material: el primero a una fase y el segundo a
dos fases. Se presentan soluciones de similaridad utilizando las funciones de Kummer. Para
el problema a una fase, se estudian las condiciones sobre los datos del problema, para que el
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mismo resulte equivalente al problema que posee una condicio´n de Dirichlet o Neumann,
en vez de Robin, en el borde fijo. En ambos problemas se analiza el comportamiento
l´ımite cuando el coeficiente que caracteriza la transferencia de calor en el borde fijo tiende
a infinito. Se muestran tambie´n diferentes ejemplos nume´ricos. Los resultados obtenidos
en este cap´ıtulo han sido publicados en [41],[42]:
• J. Bollati, D.A. Tarzia, Explicit solution for the one-phase Stefan problem with
latent heat depending on the position and a convective boundary condition at the
fixed face, Communications in Applied Analysis 22 (2018) 309-332.
• J. Bollati, D.A. Tarzia, Exact solution for a two-phase Stefan problem with variable
latent heat and a convective boundary condition at the fixed face, Z. Angew. Math.
Phys. 69:38 (2018) 1-15.
En el Cap´ıtulo 4, motivados por [2], se generaliza lo estudiado en el cap´ıtulo anterior,
estudiando problemas de tipo Stefan con calor latente dependiente no solo de una potencia
de la posicio´n sino tambie´n de una potencia de la velocidad. De manera ana´loga, se
resuelven los problemas con condiciones de temperatura flujo o convectiva en el borde
fijo, mediante el me´todo de similaridad. Para el caso convectivo, se realiza un estudio del
comportamiento l´ımite de la solucio´n cuando el coeficiente que caracteriza la transferencia
de calor en el borde fijo tiene a infinito. Se proveen ejemplos computacionales para el
ca´lculo de la frontera libre y el calor latente (variable en el tiempo). Estos resultados han
sido publicados en [52],[53]:
• J. Bollati, D.A. Tarzia, One-phase Stefan problem with a latent heat depending
on the position of the free boundary and its rate of change, Electronic Journal of
Differential Equations 2018:10 (2018) 1-12.
• J. Bollati, D.A. Tarzia, One-phase Stefan-like problems with a latent heat depending
on the position and velocity of the free boundary, and with Neumann or Robin
boundary conditions at the fixed face, Mathematical Problems in Engineering 2018
(2018) 1-11. https://doi.org/10.1155/2018/4960391.
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En el Cap´ıtulo 5, se presentan aproximaciones para el problema de Stefan a una fase
con calor latente dependiente de la posicio´n y condiciones de tipo Dirichlet o Robin en
el borde fijo. Para obtener dichas aproximaciones se utiliza el me´todo de balance integral
cla´sico, una variante del mismo, y el me´todo de balance integral refinado. Se comparan
las distintas aproximaciones con la solucio´n exacta hallada en el Cap´ıtulo 3 y se calculan





Durante el desarrollo de esta Tesis se utilizara´n algunas definiciones y resultados, los
cuales se presentan a continuacio´n.






exp(−u2)du, z ∈ R. (2.1)
La funcio´n error complementaria, llamada erfc, se define a partir de la funcio´n error:





Las funciones iteradas de error complementaria esta´n dadas de la siguiente manera:





in−1 erfc(u)du, n = 1, 2, . . .
(2.3)






− 2nω = 0, (2.4)
es
ω(z) = C1 i
n erfc(z) + C2 i
n erfc(−z), z ∈ R
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con C1 y C2 constantes arbitrarias.
Para el caso particular en que n = 0, la solucio´n
ω(z) = C1 i
0 erfc(z) + C2 i
0 erfc(−z) = C1 erfc(z) + C2 erfc(−z)
se puede reescribir como ω(z) = Ĉ1 + Ĉ2 erf(z), con Ĉ1 y Ĉ2 constantes arbitrarias.
Definicio´n 2.2. Se denomina ecuacio´n diferencial de Kummer a la ecuacio´n diferencial






− aω = 0. (2.5)
Dos soluciones usuales de esta ecuacio´n, linealmente independientes, son las llamadas
funciones de Kummer M(a, b, z) y U(a, b, z).
La funcio´n de Kummer de primera especie M , es una serie hipergeome´trica generali-
zada dada por






donde b no puede ser un entero no positivo y donde (a)n es el s´ımbolo de Pochhammer
definido por
(a)n = a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n− 1), (a)0 = 1. (2.7)
La funcio´n confluente hipergeome´trica de Tricomi U , se define como
U(a, b, z) =
Γ(1− b)
Γ(a+ 1− b)M(a, b, z) +
Γ(b− 1)
Γ(a)
z1−bM(a+ 1− b, 2− b, z), (2.8)




uz−1 exp(−u) du. (2.9)
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Notar que para que U este´ bien definida, ni a ni a− b+ 1 pueden ser enteros no positivos.
Lema 2.1. Las funciones de Kummer, se relacionan con la familia de funciones iteradas






















donde n es un entero no negativo y En y Fn se definen por
En(z) = i




n erfc(−z)− in erfc(z)
2
. (2.13)
Demostracio´n. Ver [54]. 
Si se generaliza la ecuacio´n diferencial ordinaria (2.4), para el caso en que n sea un






− 2αω = 0. (2.14)
Esta ecuacio´n puede transformarse en una ecuacio´n de Kummer mediante el siguiente
resultado dado en [37].














ω = 0. (2.15)











































− 2αω = 0, (2.16)
de donde dividiendo por −4, se obtiene (2.15). 
Observacio´n 2.2. La ecuacio´n diferencial ordinaria (2.15) es una ecuacio´n de Kummer
con para´metros a = −α/2 y b = 1/2.
La solucio´n general de la ecuacio´n (2.14) esta´ dada a partir del siguiente resultado
obtenido en [52].






,−z2)+ C2zM (−α2 + 12 , 32 ,−z2) , (2.17)
donde C1 y C2 son constantes arbitrarias.
Demostracio´n. Se divide la prueba en dos casos, segu´n α sea entero no negativo o no.
Caso α positivo, no entero:
Introduciendo la variable u = −z2, por el Lema 2.2, la ecuacio´n diferencial (2.14) se
















donde Ĉ1 y Ĉ2 son constantes arbitrarias. Debido a la definicio´n de U dada por (2.8) se




















donde C1 y C2 son constantes arbitrarias. Teniendo en cuenta la sustitucio´n realizada, se
llega a que la solucio´n ω de la ecuacio´n diferencial ordinaria (2.14) se representa mediante
(2.17). Notar que al ser u1/2 = (−z2)1/2, las constantes C1 y C2 no necesariamente son
reales.
Caso α = n ∈ N0 entero no negativo:
Para el caso α = n entero no negativo se tiene que la ecuacio´n diferencial a analizar
es la (2.4) cuya solucio´n esta´ dada por las funciones iteradas de error complementario. Es
decir
ω(z) = Ĉ1 i
n erfc(z) + Ĉ2 i
n erfc(−z). (2.20)











































































) En(z) + C22n−1Γ (n2 + 12)Fn(z). (2.23)
De acuerdo a las relaciones (2.10)-(2.11) se llega a que la solucio´n a la ecuacio´n (2.14)






,−z2)+ C2zM (−n2 + 12 , 32 ,−z2) . (2.24)
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cuya solucio´n general esta´ dada por
ω(z) = Ĉ1 + Ĉ2 erf(z), (2.26)
en concordancia con (2.24) dado que
M(0, 1
2








La importancia del teorema anterior radica en el siguiente corolario
Corolario 2.1. (Me´todo de semejanza)



















− 2αω = 0. (2.29)
ii) La solucio´n general T viene dada por







,−η2)+ C2ηM (−α2 + 12 , 32 ,−η2)] , (2.30)
con C1 y C2 constantes arbitrarias.
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de donde simplificando y reodenando, se obtiene que ω es solucio´n de la ecuacio´n diferen-







,−η2)+ C2ηM (−α2 + 12 , 32 ,−η2) . (2.33)
Teniendo en cuenta nuevamente que T (x, t) = tα/2ω(η), se obtiene (2.30). 
A continuacio´n se enuncian algunas propiedades de las funciones de Kummer, las
cuales pueden encontrarse en [54] y sera´n de utilidad a lo largo de esta Tesis.
Lema 2.3. Se verifican las siguientes propiedades
• Fo´rmulas de derivacio´n
d
dz
M(a, b, z) =
a
b






= (b− 1)zb−2M(a, b− 1, z), (2.35)
d
dz
U(a, b, z) = −aU(a+ 1, b+ 1, z). (2.36)
• Relacio´n entre U y M
1
Γ(b)
M(a, b, z) =
exp(apii)












, z →∞, (2.38)
U(a, b, z) ∼ z−a, z →∞, |ph(z)| < 3pi
2
− δ, (2.39)
con δ una constante arbitraria positiva y pequen˜a y a 6= 0,−1,−2, . . .
• Representacio´n integral de U





e−ztta−1(1 + t)b−a−1dt, (2.40)
con Re(a) > 0 y |ph(z)| < pi
2
.
• Relacio´n con la funcio´n exponencial
M(a, b, z) = exp(z)M(b− a, b,−z), (2.41)























donde α es un nu´mero real no negativo.
• Valores particulares




















pi exp(z2) erfc(z). (2.45)
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Cap´ıtulo 3
Calor latente dependiente de la
posicio´n de la frontera libre
3.1. Problema de Stefan a una fase con condicio´n
convectiva en el borde fijo
Motivados por los trabajos [1, 36, 37] en donde se estudian problemas de Stefan con
calor latente dependiente de una potencia de la posicio´n y [21] en donde se halla solucio´n
exacta a un problema de Stefan cla´sico con condicio´n convectiva en el borde fijo; se plantea
el siguiente problema de Stefan a una fase, para un material homoge´neo, semi-infinito,
donde se consideran un calor latente dependiente de una potencia de la posicio´n y una

















, 0 < x < s
h





























(t), t > 0, (3.1d)
s
h
(0) = 0, (3.1e)
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donde a2 es le coeficiente de difusividad te´rmica, k representa la conductividad te´rmica y
γxα es el calor latente por unidad de volumen con α ≥ 0. La temperatura de cambio de
fase es cero (3.1c). Se impone una condicio´n convectiva en el borde fijo dada por (3.1b)
donde θ∞ y h caracterizan a la temperatura ambiente y al coeficiente de transferencia de
calor en x = 0, respectivamente. Notar que s˙
h
(t) representa la velocidad de la interfase.
Se trabajara´ bajo las hipo´tesis γ > 0, h > 0 y θ∞ > 0 que corresponden al caso de fusio´n.
Para analizar la solidificacio´n se debe asumir h > 0, γ < 0 y θ∞ < 0.
El problema (3.1) constituye una generalizacio´n al problema analizado en [37], dado
que si se toma el l´ımite cuando h→∞ en la condicio´n (3.1b), se recupera la condicio´n de
Dirichlet impuesta en dicho art´ıculo ya que T
h
(0, t) → tα/2θ∞ . Se utilizara´ la te´cnica de
similaridad para obtener la solucio´n expl´ıcita y se estudiara´n las condiciones necesarias
para que el problema (3.1) resulte equivalente a los problemas con condicio´n de tempera-
tura y flujo en el borde fijo. Se analiza tambie´n el comportamiento l´ımite de la solucio´n
cuando el coeficiente de transferencia de calor en el borde fijo h tiende a infinito.
3.1.1. Solucio´n exacta de tipo similaridad
Teniendo en cuenta el me´todo de semejanza introducido en el Cap´ıtulo 2, se demuestra
el siguiente resultado, el cual provee de una solucio´n exacta al problema (3.1), utilizando
las funciones de Kummer.

































































































El coeficiente adimensional ν
h






























) , z > 0. (3.7)
Demostracio´n. La solucio´n general a la ecuacio´n (3.1a), basada en las funciones de Kum-
mer esta´ dada por el Corolario 2.1 y puede escribirse como
T
h



























son coeficientes que deben ser
determinados a partir de las condiciones restantes del problema.









es una constante que tambie´n debe ser determinada a partir de las condiciones
del problema.
De las ecuaciones (3.1c), (3.8) y (3.9) se obtiene que
T
h






















































































































Utilizando dichas fo´rmulas se puede calcular la derivada parcial con respecto a la variable















































Dado que M(a, b, 0) = 1, se obtiene que T
h































































= −hθ∞ . (3.17)







































funcio´n del coeficiente desconocido ν
h
que caracteriza a la frontera libre. Para hallar ν
h






(t), t). A partir























































































































































































































































































































Se obtiene de este modo que ν
h
































)] , z > 0. (3.21)
Es decir, la temperatura T
h
y la frontera libre s
h
definidas por (3.2) y (3.3) constituyen




definidas por las ecuaciones (3.4) y
(3.5), respectivamente si y so´lo si ν
h
verifica la ecuacio´n (3.20). La demostracio´n quedara´
completa una vez probada la existencia y unicidad de solucio´n de dicha ecuacio´n. Para
ello, se estudia el comportamiento de la funcio´n f
h
.
















































(z) < 0, ∀z > 0,
de lo que se deduce que el lado izquierdo de la ecuacio´n (3.20) es una funcio´n estrictamente
decreciente en la variable z que va de la constante positiva hθ∞
γ2αaα+1
> 0 a 0 cuando z crece
de 0 a +∞, mientras que el lado derecho de (3.20) es una funcio´n estrictamente creciente
en z que va de 0 a +∞. Por lo tanto, existe una u´nica solucio´n ν
h
de la ecuacio´n (3.20). Se
puede concluir entonces que el problema dado por (3.1a)-(3.1e) tiene una u´nica solucio´n
de tipo similaridad. 
Observacio´n 3.1. De acuerdo al teorema anterior se tiene A
h
> 0 y B
h
< 0. Por la
condicio´n convectiva (3.1b) resulta
T
h









En el caso especial en que α sea un entero no negativo, denotado por n, las funciones
de Kummer esta´n relacionadas con la familia de integrales iteradas de la funcio´n de
error complementario y con la funcio´n gamma a trave´s de (2.10)-(2.11). A partir de
dichas relaciones, la solucio´n al problema (3.1a)-(3.1e), dada por el Teorema 3.1, puede
reescribirse para el caso particular en que α sea un natural.



































es la variable de similaridad y ν
h













) En(z) + Γ (n2 + 12)Fn(z)] = zn+1 exp(z2), z > 0. (3.25)







































































































) (Fn(η)En(νh )−Fn(νh )En(η)
En(νh )
)( −hθ∞2aM(−n2 , 12 ,−ν2h)

















) (Fn(η)En(νh )−Fn(νh )En(η)
En(νh )
)( −hθ∞2a2nΓ(n2 +1)En(νh )
k+2ahν
h
M(−n2 + 12 , 32 ,−ν2h)
)
.
Simplificando la expresio´n anterior se llega a (3.23). Del mismo modo, la funcio´n f
h
dada



































) En(z) + Γ (n2 + 12)Fn(z)]
y por lo tanto, la ecuacio´n (3.6) para ν
h
, puede reescribirse como (3.25) cuando α ∈ N.






















































] = z exp(z2), z > 0. (3.28)
Esta solucio´n coincide con la dada en [21] para el problema de Stefan a una fase.
3.1.2. Equivalencia con otros problemas
En esta seccio´n se definen dos nuevos problemas ya estudiados en la literatura y se
analiza bajo que´ hipo´tesis los mismos resultan equivalentes al problema (3.1).
Equivalencia con el problema con condicio´n de Dirichlet
Se denota con (P
h
) al problema gobernado por las ecuaciones (3.1a)-(3.1e). Si en
el mismo, se cambia la condicio´n convectiva impuesta en el borde fijo (3.1b) por una
condicio´n de temperatura se obtiene el siguiente problema (P0), que consiste en hallar la






, 0 < x < s0(t), t > 0, (3.29a)
T0(0, t) = θ0t
α/2 t > 0, (3.29b)




(s0(t), t) = −γs0(t)αs˙0(t), t > 0, (3.29d)
s0(0) = 0, (3.29e)
donde la temperatura en la frontera fija es caracterizada por θ0 > 0.
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Teorema 3.2. Existe una u´nica solucio´n de tipo similaridad del problema (P0), gobernado
por las ecuaciones (3.29a)-(3.29e) y esta´ dada por

















, los coeficientes A0 y B0 esta´n definidos por:



















y el para´metro ν0 esta´ dado por la u´nica solucio´n de la siguiente ecuacio´n
kθ0
γ2α+1aα+2












Demostracio´n. Ver [37]. 
Una vez definidos los problemas (P
h
) y (P0), se prueba la equivalencia entre ellos bajo
ciertas hipo´tesis sobre los datos. Se entendera´ por equivalencia al hecho de que ambos
problemas tengan la misma solucio´n, es decir T
h
= T0 y sh = s0 .
Teorema 3.3.
a) Sean θ∞, h constantes dadas, datos del problema (Ph) y νh dado por la u´nica solucio´n


































entonces la solucio´n de (P0) coincide con la del problema (Ph).
b) Sea θ0 una constante dada, dato del problema (P0) y ν0 la u´nica solucio´n de la
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ecuacio´n (3.33). Si se resuelve el problema (P
h




















entonces la solucio´n del problema (P
h
) coincide con la de (P0).
c) Si los datos θ∞, h del problema (Ph) esta´n relacionados con el dato θ0 del problema
(P0) a trave´s de la relacio´n (3.35) (equivalente a (3.36)), entonces ambos problemas
poseen la misma solucio´n.
Demostracio´n.
a) Consideramos el problema (P0) con dato θ0 definido por (3.35). Probaremos que la




De acuerdo al teorema (3.2), la frontera libre s0 solucio´n de (P0) esta´ caracterizada
por el coeficiente ν0 que es la u´nica solucio´n de la ecuacio´n (3.33). Reemplazando θ0












































Observemos que esta ecuacio´n tiene por solucio´n a ν
h
, dado que si se reemplaza z por
ν
h
en (3.37), se obtiene la ecuacio´n (3.6). Por la unicidad de solucio´n resulta entonces
que ν0 = νh . Como consecuencia inmediata se obtiene que s0 = sh .





























































































































Queda entonces demostrado a).
b) De manera rec´ıproca, se considera el problema (P
h
) con datos θ∞ > θ0 y h dado por




) esta´ dada por el Teorema 3.1. Para probar
que dicha solucio´n coincide con la solucio´n del problema (P0), primero se prueba que
el coeficiente ν
h
es igual a ν0 .
Se sabe que ν
h
es la u´nica solucio´n de (3.6). Reemplazando h dado por (3.36), surge
ν
h




−(θ0−θ∞ )ν0M(−α2 + 12 , 32 ,−ν20)




















Si se reemplaza z por ν0 , resulta que dicha ecuacio´n se reduce a (3.33). Por ende,
se puede afirmar que ν0 es solucio´n de (3.38). Ahora bien, como la u´nica solucio´n de
(3.38) es ν
h
, se tiene que ν
h
= ν0 . Se desprende de manera inmediate que sh = s0 . Para
demostrar que T
h
= T0 , se demuestra primero que Ah = A0 y Bh = B0 de manera
ana´loga a lo hecho en el ı´tem anterior.




Equivalencia con el problema con condicio´n de Neumann
De manera ana´loga, se estudia un problema (Pq) que se define a trave´s del problema
(P
h
), imponiendo un flujo en la frontera fija, en lugar de una condicio´n convectiva. El
mismo consiste en hallar la temperatura Tq = Tq(x, t) y la frontera libre sq = sq(t) de






, 0 < x < sq(t), t > 0, (3.39a)
Tq(0, t) = −qt(α−1)/2 t > 0, (3.39b)




(sq(t), t) = −γsq(t)αs˙q(t), t > 0, (3.39d)
sq(0) = 0, (3.39e)
donde se impone un flujo en la frontera libre caracterizado por q > 0.
Teorema 3.4. Existe una u´nica solucio´n de tipo similaridad del problema (Pq), gobernado
por las ecuaciones (3.39a)-(3.39e) y esta´ dada por






































) Bq , Bq = −2qak , (3.42)
con νq dada como la u´nica solucio´n de la siguiente ecuacio´n:
q
γ2αaα+1















Demostracio´n. Ver [37]. 
Teniendo la solucio´n exacta al problema (Pq) se estudian las condiciones necesarias




a) Sean θ∞, h constantes dadas, datos del problema (Ph) y νh el coeficiente adimensio-



































entonces la solucio´n de (Pq) coincide con la del problem (Ph).
b) Sea q una constante dada, dato del problema (Pq) y νq la u´nica solucio´n de la
























































entonces la solucio´n del problema (P
h
) coincide con la de (Pq).
c) Si los datos θ∞, h del problema (Ph) esta´n relacionados con el dato q del problema
(Pq) a trave´s de la relacio´n (3.45) (equivalente a (3.46)), entonces ambos problemas
poseen la misma solucio´n.
Demostracio´n.
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a) Se considera el problema (Pq) con un flujo caracterizado por un coeficiente q dado
por (3.45). Al resolver dicho problema se obtiene una solucio´n (Tq , sq) a partir de las
fo´rmulas (3.40)-(3.41). A partir de dichas ecuaciones se tiene que νq , el coeficiente que














































Si se reemplaza z por ν
h
la ecuacio´n anterior se reduce a (3.6). De ah´ı se deduce que
ν
h
es solucio´n de (3.47). Por ende resulta νq = νh , y sq(t) = sh(t). Trabajando alge-
braicamente se obtiene que la temperatura Tq coincide con Th . Es decir, el problema
(Pq) tiene la misma solucio´n que (Ph) cuando el coeficiente que caracteriza el flujo en
el borde fijo q esta´ dado por (3.45).
b) Sea θ∞ dado por (3.46a). Luego h dado por (3.46b) resulta positivo. Bajo estas hipo´te-
sis se puede aplicar el Teorema 3.1 al problema (P
h
). De las fo´rmulas (3.2)-(3.3) se




. Resulta que s
h
esta´ caracterizado por un coeficiente νq
que es la u´nica solucio´n de la ecuacio´n (3.6). Teniendo en cuenta (3.46), se tiene que
ν
h









νqM(−α2 +12 , 32 ,−ν2q)−θ∞M(−α2 , 12 ,−ν2q)













Reemplazando z por νq , la ecuacio´n (3.48) se reduce a la ecuacio´n (3.43). De esta
forma, se deduce que νq es solucio´n de (3.48). Adema´s, por la unicidad de solucio´n
resulta ν
h
= νq . Por lo tanto, sigue que sh = sq . Trabajando de manera algebraica,
se puede obtener fa´cilmente que A
h
= Aq , Bh = Bq y concluir que Th = Tq . Se ha
probado entonces que el problema (P
h
) tiene la misma solucio´n que el problema (Pq)
cuando los datos θ∞ y h satisfacen (3.46).




En esta seccio´n se analiza el comportamiento l´ımite de la solucio´n del problema (P
h
)
dado por (3.1a)-(3.1e), cuando el coeficiente h que caracteriza la transferencia de calor en
la frontera fija tiende a infinito.
Se define a continuacio´n el siguiente problema (P) que consiste en hallar la temperatura






, 0 < x < s(t), t > 0, (3.49a)
T (0, t) = θ∞t
α/2 t > 0, (3.49b)




(s(t), t) = −γs(t)αs˙(t), t > 0, (3.49d)
s(0) = 0, (3.49e)
Como puede observarse, dicho problema corresponde al caso en que se impone una con-
dicio´n de temperatura en el borde fijo del material x = 0. La solucio´n a este problema
fue dada en [37], y puede obtenerse a partir del Teorema 3.2 reemplazando θ0 por θ∞ . Es
decir:






















es la variable de similaridad y las constantes C y D esta´n dadas por:















y el coeficiente adimensional ν es la u´nica solucio´n de la ecuacio´n:
kθ∞
γ2α+1aα+2
f(z) = zα+1, z > 0, (3.53)
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con f definido por (3.34).
Una vez definido (P), se enuncia y demuestra el siguiente resultado.
Teorema 3.6. El problema (P
h
) converge al problema (P) cuando el coeficiente h tiende
















(x, t) = T (x, t), ∀t > 0, 0 < x < s(t).
Demostracio´n. Sea f
h





(z), ∀z ≥ 0.







































< f(z), z > 0,
con f dado por (3.34). De donde surge que ν
h
< ν.




es una sucesio´n creciente







(z) = f(z), ∀z > 0, resulta que ν
h
↑ ν cuando h → ∞. Luego la
convergencia de s
h
(t) ↑ s(t), ∀t > 0 resulta inmediata. Para probar la convergencia de la
temperatura, se observa que fijado t > 0 y 0 < x < s(t), y dado que s
h
↑ s, existira´ un
h∗ = h∗(x) tal que para todo h > h∗, x < s
h
(t). Luego se obtiene de manera algebraica que
A
h
→ A y B
h
→ B, resultando as´ı que T
h





Por el Teorema 3.1, la solucio´n al problema (P
h
) esta´ caracterizada por un coeficiente
adimensional ν
h
dado como la u´nica solucio´n de la ecuacio´n (3.6). Dicha ecuacio´n puede
reescribirse como F
h
(z) = 0, z > 0, donde F
h












Para aproximar la u´nica solucio´n de la ecuacio´n no lineal anterior, se utiliza el me´todo










(z)− (α + 1)zα. (3.55)
Se implementa dicho me´todo utilizando el software Matlab, haciendo uso del comando
‘hypergeom’ para representar a la funcio´n de kummmer M(a, b, z). Sin pe´rdida de gene-
ralidad se asumen γ = a = k = 1.
Las siguientes Figuras 3.1-3.4 presentan para distintos valores de los datos θ∞ y α, el
valor ν
h
obtenido en funcio´n de h.




































Figura 3.1: Gra´fica de ν
h
para θ∞ = 1






































Figura 3.2: Gra´fica de ν
h
para θ∞ = 5
Se puede observar que en todos los casos ν
h
crece en funcio´n de h. Adema´s, puede apre-
ciarse gra´ficamente que a medida que h crece, el valor ν
h
tiende a estabilizarse en un
48





































Figura 3.3: Gra´fica de ν
h
para θ∞=10






































Figura 3.4: Gra´fica de ν
h
para θ∞ = 15
valor. Este hecho se encuentra en concordancia con el resultado obtenido en el Teorema
3.6, el cual asegura que existe el l´ımite de ν
h




= ν, donde ν se
corresponde con el problema (P). Por esta razo´n, de igual manera que lo hicimos para
ν
h
, se grafica ν. Suponiendo nuevamente que γ = a = k = 1, en las Figuras 3.5-3.8, se
comparan los coeficientes ν
h
y ν para distintos valores de θ∞ y α.













h,   =0.1
,  =0.5
h,   =0.5
,  =0.9
h,   =0.9
Figura 3.5: Gra´fica de ν
h
vs. ν para θ∞ = 1










,   =0.1
h,    =0.1
,   =0.5
h,    =0.5
 ,  =0.9
 h,    =0.9
Figura 3.6: Gra´fica de ν
h
vs. ν para θ∞ = 5
En la Figura 3.9, se grafica la variacio´n de la temperatura T
h
con respecto a la posicio´n
x y el tiempo t. Para ello se fijan los siguientes valores particulares: γ = k = a = 1, α = 0,4,
h = 0,5 y θ∞ = 1. Como se trabaja con un problema de fusio´n, para cada valor x fijo de
la posicio´n, se puede observar en que´ momento ocurre el cambio de fase.
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,    =0.1
 h,    =0.1
,    =0.5
 h,    =0.5
 ,   =0.9
 h,    =0.9
Figura 3.7: Gra´fica de ν
h
vs. ν para θ∞ = 10
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Figura 3.8: Gra´fica de ν
h























Figura 3.9: Gra´fica de la temperatura T
h
, con h = 0,5, α = 0,4, θ∞ = 1
3.2. Problema de Stefan a dos fases con condicio´n
convectiva en el borde fijo
En esta seccio´n se generalizan los resultados obtenidos para el problema (P
h
), exten-
die´ndolo a un problema de Stefan a dos fases.
Se analiza la existencia y unicidad de solucio´n de un problema de Stefan a dos fa-
ses, para un material semi-infinito, homoge´neo, en donde el calor latente es una potencia
de la posicio´n y donde se impone una condicio´n convectiva en el borde fijo x = 0. Ma-









(x, t), y la frontera libre que
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, 0 < x < r
h









, x > r
h
































(t), t > 0, (3.56e)
T
sh
(x, 0) = −θ
i
xα, x > 0, (3.56f)
r
h
(0) = 0, (3.56g)
donde los sub´ındices l y s representan las fases l´ıquida y so´lida respectivamente. Se denota
a2 el coeficiente de difusio´n te´rmica. El calor latente por unidad de volumen viene dado
como una potencia de la posicio´n γxα, con α ≥ 0. La temperatura inicial dada por (3.56f)
depende de la posicio´n. Se tiene adema´s que la temperatura de cambio de fase es cero.
En la condicio´n convectiva (3.56c) los coeficientes h y θ∞ caracterizan al coeficiente de
transferencia de calor en x = 0 y a la temperatura ambiente, respectivamente. Se asumira´
γ, θ
i
, θ∞ , h > 0 lo que corresponde al caso de fusio´n.
La principal contribucio´n de esta seccio´n consiste en generalizar los resultados obte-
nidos en el cap´ıtulo anterior, encontrando una solucio´n exacta de tipo similaridad para
el problema de Stefan a dos fases dado por (3.56a)-(3.56g), con calor latente dependiente
de la posicio´n y una condicio´n convectiva en el borde fijo. Se intentara´ tambie´n recuperar
las solucio´n dada en [3] para un problema con condicio´n de temperatura en el borde fijo,
haciendo tender el coeficiente de transferencia de calor h, en x = 0 a infinito.
3.2.1. Solucio´n exacta de tipo similaridad
El siguiente teorema establece la existencia y unicidad de solucio´n al problema (3.56)
bajo ciertas hipo´tesis sobre los datos. Adema´s, se provee la solucio´n exacta de tipo simi-
laridad.
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entonces existe un proceso de fusio´n instanta´neo y el problema de frontera libre dado por
















































































































































































































, y el coeficiente adimensinal µ
h















(z) = zα+1, z > 0, (3.65)
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) , z > 0. (3.67)
Demostracio´n. La solucio´n general de las ecuaciones (3.56a)-(3.56b) basada en las fun-
ciones de Kummer esta´ dada por el Corolario 2.1
T
lh





















































































en donde el coeficiente µ
h
debera´ ser determinado a partir del resto de las condiciones del
problema.
































de donde, despejando A
lh

































y se obtiene la fo´rmula (3.63) para A
sh
.
Por otro lado, en virtud de las fo´rmulas de derivacio´n (2.34)-(2.35) para las funciones
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Dado que M(a, b, 0) = 1, surge
T
lh


























































































) ) = −hθ∞ . (3.78)




































equivalente a la fo´rmula (3.62).
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Con el fin de utilizar la condicio´n (3.56f), es necesario calcular T
sh
(x, 0). Se tiene que
T
sh



























































































































































no esta´ definida y







tampoco esta´ definida y la relacio´n (3.82) no puede ser utilizada. De
este hecho, surge la restricccio´n para α de ser un real positivo, no entero.

















































































































































































































































































































































































































)−(α/2+1) = 0. (3.87)
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Volviendo a (3.80) y en virtud de (3.84) y (3.88) se obtiene
T
sh








































































































































































































































































de donde se obtiene la fo´rmula (3.64) para B
sh
.








en funcio´n de µ
h
. Resta
entonces, utilizar la condicio´n de Stefan (3.56e) para as´ı obtener a µ
h











































































































































































































































































































































































































































































































































Volviendo a la condicion (3.56e), teniendo en cuenta las fo´rmulas para las derivadas (3.92)










































































































































































































De esta forma surge que µ
h














(z) = zα+1, z > 0, (3.98)
con f1 y f2h dadas por (3.66) y (3.67) respectivamente.
Para concluir el teorema resta probar la existencia y unicidad de solucio´n de la ecuacio´n











































































































f1(z) = +∞ (3.101)
Por otra parte, la funcio´n f
2h
esta´ definida de manera ana´loga a f
h
estudiada en el pro-
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(z) = 0. (3.102)
De este modo, el primer sumando del lado izquierdo de la ecuacio´n (3.98) es una funcio´n









) a −∞. Adema´s el segundo sumando




a 0 cuando z crece de 0 a +∞
Como consecuencia se puede asegurar que el lado izquierdo de la ecuacio´n (3.98) decrece
de ∆1 + ∆2 a −∞. Como el lado derecho crece de 0 a +∞ se tiene que la ecuacio´n tendra´
una u´nica solucio´n si y so´lo si
∆1 + ∆2 > 0,
lo que es equivalente a la condicio´n (3.57). Queda, de esta forma, demostrado el teorema.

Observacio´n 3.3. Desigualdades similares a (3.57) han sido obtenidas para un proceso
de cambio de fase intanta´neo en [21, 55, 56].
Corolario 3.2. Si α es un real positivo no entero y el coeficiente h satisface la siguiente
desigualdad:













entonces el problema de frontera libre (3.56a)-(3.56g) se reduce a un problema cla´sico de

















, t > 0, (3.104b)
Ts(x, 0) = −θixα, x > 0, (3.104c)
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cuya solucio´n expl´ıcita es






















































Demostracio´n. Por el Corolario 2.1 se tiene que si Ts satisface (3.104a) entonces es de la
forma





































































Despejando Bs se obtiene la fo´rmula (3.107).
































































Caso: α entero, no negativo
En esta subseccio´n se pretende hallar la solucio´n exacta al problema (3.56) para el caso
particular en que α sea un entero no-negativo. Haciendo uso de las fo´rmulas (2.10)-(2.11)
se obtiene el siguiente resultado















entonces la solucio´n exacta al problema (3.56a)-(3.56g), donde α = n ∈ N0, esta´ dada por
T
lh

























) En(µh) + Γ (n2 + 12)Fn(µh) , (3.113)
T
sh


































































= zn+1, z > 0. (3.116)
Demostracio´n. La desigualdad (3.112), las funciones temperatura (3.113)-(3.114), la fron-
tera libre dada por (3.115) y la ecuacio´n (3.116) para el para´metro µ
h
se pueden deducir
aplicando el mismo razonamiento que en el Teorema 3.7 y utilizando las relaciones en-
tre las funciones de Kummer y la familia de integrales repetidas de la funcio´n de error
complementaria (2.10)-(2.11).
Se nota que para seguir los argumentos del Teorema (3.7) se debe probar que los
l´ımites (3.84) y (3.88) siguen siendo va´lidos para el caso en que α ∈ N0. Esto puede ser
probado fa´cilmente a trave´s de la fo´rmula siguiente presentada en [57]
l´ım
t→0




Γ (n+ 1) 2nan
s
, (3.117)












Corolario 3.3. Teniendo en cuenta que E0(z) = 1, F0(z) = erf(z), Γ(1) = 1 y Γ(12) =
√
pi,




















































































] = x, x > 0. (3.124)
De este modo, se recuperan las fo´rmulas obtenidas en [21], que en contraposicio´n con
nuestro probema corresponden a una proceso de solidificacio´n.
Observacio´n 3.4. Los resultados obtenidos en 3.3 para el problema de Stefan a una fase
con condicio´n convectiva en el borde fijo se pueden recuperar a partir de [41].
3.2.2. Comportamiento l´ımite
En esta subseccio´n se estudia el comportamiento l´ımite de la solucio´n del problema
dado por (3.56a)-(3.56g) cuando el coeficiente h que caracteriza la transferencia de calor
en el borde fijo tiende a infinito. El principal motivo para realiza este ana´lisis consiste en











(0, t)− θ∞tα/2], (3.125)
constituye una generalizacio´n de la condicio´n de Dirichlet, en el sentido que si se toma el
l´ımite cuando h → ∞ en (3.125) se obtiene T
lh
(0, t) → θ∞tα/2. Por lo tanto, probaremos
que la solucio´n al problema de Stefan con condicio´n convectiva en el borde fijo converge
a la solucio´n del problema con condicio´n de temperatura en x = 0. Se observa que la
solucio´n al problema (3.56) se nota con un sub´ındice h con el fin de hacer hincapie´ en su
dependencia con el coeficiente h que caracteriza a la condicio´n convectiva.
65









esta´ dada por (3.58), (3.59), (3.60) y (3.65) respectivamente. Tomando





(x, t), 0 < x < r(t), t > 0, (3.126)
T
sh
(x, t)→ Ts(x, t), x > r(t), t > 0, (3.127)
r
h





















, x > r(t), t > 0, (3.129b)
T
l
(0, t) = θ∞t
α/2 t > 0, (3.129c)
T
l









(r(t), t) = γr(t)αr˙(t), t > 0, (3.129e)
Ts(x, 0) = −θixα, x > 0, (3.129f)
r(0) = 0, (3.129g)




t y donde se impone una condicio´n de temperatura dada por θ∞t
α/2 en
el borde fijo x = 0.
Demostracio´n. La solucio´n al problema (3.129) puede obtenerse siguiendo un razonamien-
to similar al dado en el Teorema 3.7, obtenie´ndose
T
l





















































































































) , z > 0, (3.134)
y f1 definida por (3.66). El hecho de que µ sea la u´nica solucio´n de la ecuacio´n (3.133)
se deriva analizando el crecimiento de las funciones f1 y f2. Se nota en particular que el
comportamiento de f1 fue analizado en la prueba del teorema (3.56d), obteniendo que f1






y f1(+∞) = +∞. Por otra parte,
puede deducirse a trave´s de las propiedades de las funciones de Kummer, que f2 es una
funcio´n decreciente que satisface f2(0) = +∞ y f2(+∞) = 0. Por consiguiente se puede
asegurar que el lado izquierdo de la ecuacio´n (3.133) es una funcio´n decreciente en la
variable z que va de +∞ a −∞.
Cabe destacar que la solucio´n al problema (3.129) fue obtenida en [3], a partir de un
problema con condicio´n de flujo.
Se prueba entonces que la solucio´n al problema (3.56a)-(3.56g) converge a la solucio´n
de (3.129a)-(3.129g) cuando h→∞.





























es una sucesio´n creciente de funciones acotada por f2.
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Luego, por la definicio´n de µ
h




es una sucesio´n mono´tona
creciente acotada por µ.
Del hecho de que f
2h
(z) → f2(z), para todo z > 0 cuando h → ∞, y de la unicidad
de solucio´n para (3.133) se deduce que µ
h
→ µ, cuando h → ∞. De esta forma resulta
trivial que r
h
(t)→ r(t), para todo t > 0.











→ As y Bsh → Bs, cuando h → ∞. Por consiguiente resulta
T
lh
(x, t) → T
l
(x, t), para 0 < x < r(t), t > 0 y T
sh





Calor latente dependiente de la
posicio´n y velocidad de la frontera
libre en el problema de Stefan a una
fase
En este cap´ıtulo, se estudiara´ un problema de tipo Stefan a una fase para un mate-
rial semi-infinito con diferentes condiciones en el borde fijo y calor latente variable. La
diferencia con el cap´ıtulo anterior radica en que el calor latente no so´lo depende de una
potencia de la posicio´n sino tambie´n de una potencia de la velocidad. Es decir, se define
L = γsβ(t)s˙δ(t), donde γ, β y δ son constantes dadas. Cabe mencionar que esto consti-
tuye una generalizacio´n a diferentes problemas ya estudiados, en el sentido que si se fija
β = δ = 0 se recupera el problema de Stefan cla´sico, para β ∈ R+0 , δ = 0 se obtienen los
resultados obtenidos en [36, 37] y si β = 0 y δ = −1 se recupera lo dado en [2].
4.1. Condicio´n de temperatura en el borde fijo
Se estudia el siguiente problema de Stefan a una fase, para un material homoge´neo,
semi-infinito, donde se considera un calor latente dependiente de una potencia de la posi-
cio´n y de la velocidad, con una condicio´n de tipo Dirichlet en el borde fijo. Dicho problema
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, 0 < x < S0(t), t > 0, (4.1a)
U0(0, t) = θ0t
α/2, t > 0, (4.1b)




(S0(t), t) = −γSβ0 (t)S˙δ0 (t), t > 0, (4.1d)
S0(0) = 0, (4.1e)
donde a2 es le coeficiente de difusividad te´rmica y k representa la conductividad te´rmica.
La temperatura de cambio de fase es cero (4.1c). Se impone una condicio´n de temperatura
dependiente del tiempo en el borde fijo x = 0 caracterizada por el coeficiente θ0 . Notar que
S˙0(t) representa la velocidad de la interfase. La caracter´ıstica principal de este problema
radica en que el calor latente esta´ dado de la forma L = γS(t)βS˙(t)δ, donde γ, β y δ son
constantes arbitrarias dadas. Se asume que γ > 0, θ0 > 0, lo cual correspondera´ a un
problema de fusio´n.
4.1.1. Solucio´n exacta de tipo similaridad
Teorema 4.1. Sean β y δ constantes reales tales que β ≥ ma´x (δ,−δ − 1). Si α = β − δ,
existe una u´nica solucio´n al problema (4.1) y viene dada por








,−η2)+D0ηM (−α2 + 12 , 32 ,−η2)] , 0 < x < S0(t), (4.2)
S0(t) = 2aξ0
√
t, t > 0, (4.3)




es la variable de similaridad y las constantes C0 y D0 se definen de la
siguiente forma:




















siendo el coeficiente adimensional ξ0 la u´nica solucio´n positiva de la siguiente ecuacio´n
kθ0
γaβ+δ+22β+1
f(z) = zβ+δ+1, z > 0, (4.5)










) , z > 0. (4.6)
Demostracio´n. A partir de lo probado en el Corolario 2.1 se tiene que








,−η2)+D0ηM (−α2 + 12 , 32 ,−η2)] (4.7)
donde C0 y D0 son constantes que deben ser determinadas de las condiciones de borde
del problema.




donde ξ0 es una constante positiva a determinar.
En virtud de la condicio´n de temperatura impuesta en la frontera fija (4.1b) y teniendo







= 1, se sigue
U0(0, t) = t
α/2C0 = t
α/2θ0 , (4.9)
de donde se desprende que C0 = θ0 .
A partir de (4.8) y el valor de C0 se obtiene











































Hasta ahora se tiene que la frontera libre y D0 esta´n expresados en funcio´n del co-
eficiente desconocido ξ0 . Para hallar su valor, se utiliza la condicio´n de Stefan (4.1d).
Previamente se necesita calcular la derivada parcial respecto de x de la temperatura U0 ,

















































Como C0 , D0 y ξ0 no dependen del tiempo, la igualdad anterior, es decir (4.12), tiene
sentido si y so´lo si t(α−1)/2 = t(β−δ−1)/2, siendo necesario que
α = β − δ. (4.13)
Por consiguiente, asumiendo que es va´lida la relacio´n (4.13) que vincula los para´metros



































































De all´ı se tiene que ξ0 debe ser solucio´n de la siguiente ecuacio´n
kθ0
γaβ+δ+22β+1












Al igual que lo hecho en el cap´ıtulo anterior, se sabe que
df
dz

























I(0) = +∞, (4.20)
I(+∞) = 0, (4.21)
mientras que el lado derecho de la ecuacio´n (4.16) dado por D(z) = zβ+δ+1 satisface:
d
dz
D(z) = (β + δ + 1)zβ+δ > 0, ( si β + δ + 1 ≥ 0) (4.22)
D(0) = 0, (4.23)
D(+∞) = +∞. (4.24)
Por lo tanto, de (4.19)-(4.21) y (4.22)-(4.24), y asumiendo β+δ+1 ≥ 0, se puede concluir
que la ecuacio´n (4.16) tiene una u´nica solucio´n positiva, la cual se denota con ξ0 .
Cabe mencionar que debido a (4.13), i.e α = β − δ, pedir α ≥ 0, y β + δ + 1 ≥ 0, es
equivalente a que se verifique β ≥ ma´x (δ,−δ − 1).

Las soluciones de determinados problemas examinados en la literatura pueden obte-
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nerse como un caso particular del Teorema 4.1, fijando valores particulares para β, δ y
por ende α. Se analizan a continuacio´n algunos casos especiales.
Corolario 4.1. La solucio´n al problema de Stefan cla´sico con condicio´n de temperatura
en la frontera fija x = 0, puede recuperarse a partir del Teorema 4.1 fijando β = δ = 0.
Demostracio´n. En el problema de Stefan cla´sico, el calor latente se considera constante,
es decir L = γ. Esto corresponde al caso β = 0 y δ = 0. Se observa que estos valores
verifican las hipo´tesis del teorema ya que β ≥ ma´x(0,−1). Adema´s, fijados β y δ, resulta












se obtiene que la temperatura es de la forma U0(x, t) = C0 + D0 erf(η), lo cual coincide
con lo dado en la literatura ([13, 59, 60, 61, 62, 63, 64]).

Observacio´n 4.1. En [1] y [35] se han considerado problemas de Stefan a una y dos fases
respectivamente, con calor latente dependiente linealmente de la posicio´n. Las soluciones
obtenidas en dichos art´ıculos no podra´n recuperarse a partir del Teorema 4.1, dado que la
condicio´n impuesta en el borde fijo es diferente a la de nuestro problema.
Para el caso en que se fije β = 1, δ = 0, se obtiene que el calor latente es de la forma











[in erfc(z) + in erfc(−z)] , con n ∈ N
y teniendo en cuenta que i erf(z) = exp(−z
2)√
pi









, la temperatura viene
dada por:













Corolario 4.2. Las soluciones dadas en [36] y [37] para el problema de Stefan a una fase
con condicio´n de temperatura en la frontera fija y calor latente variable como una potencia
de la posicio´n, puede recuperarse a partir del Teorema 4.1 automa´ticamente fijando β ∈ R+0
y δ = 0, siendo α = β.
Observacio´n 4.2. Para el estudio de la consolidacio´n del suelo [2], se analiza un problema
de frontera libre en donde el calor latente adopta la forma L =
γ
s˙(t)
. Cabe mencionar que
dicho caso no corresponde a un problema de Stefan pero s´ı a un problema de frontera libre
con condicio´n impl´ıcita en la frontera: [38, 39]. Para este caso resulta β = 0, δ = −1.
Fijando α = 1 se esta´ en condiciones de aplicar el Teorema 4.1. En este caso resulta que
la tempratura se expresa de la forma (4.26). Adema´s la funcio´n f a partir de la cual se















,−z2) = exp(−z2)z , z > 0. (4.27)
4.1.2. Ejemplos computacionales
Se presentan a continuacio´n algunos ejemplos nume´ricos. Por el Teorema 4.1, se tiene
que la solucio´n al problema 4.1 esta´ caracterizado por un coeficiente adimensional ξ0
definido como la u´nica solucio´n de la ecuacio´n (4.16). Dicha ecuacio´n puede reescribirse




f(z)− zβ+δ+1, z > 0, (4.28)





Para hallar la ra´ız de la funcio´n G0 se aplica, el me´todo de Newton. Se calculan los
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Tabla 4.1: Coeficiente ξ
0
para distintos valores de Ste, δ, β.
Ste = 0,1 Ste = 0,3 Ste = 0,5 Ste = 0,7 Ste = 0,9
δ = 0, β = 0 0.2200 0.3699 0.4648 0.5365 0.5946
β = 1 0.2846 0.3998 0.4652 0.5125 0.5499
δ = −1/2, β = 0 0.1456 0.2804 0.3733 0.4459 0.5057
β = 1 0.2234 0.3366 0.4036 0.4528 0.4922
δ = 1, β = 1 0.3877 0.5015 0.5634 0.6073 0.6418
β = 3 0.4134 0.4891 0.5281 0.5550 0.5759
valores del coeficiente ξ0 para diferentes valores de los para´metros: Ste, β, δ. En la Tabla
4.1 se presentan los valores de ξ0 en funcio´n de Ste, fijando diferentes valores de δ y β.
Para visualizar mejor los resultados obtenidos en la tabla, se grafican los valores de ξ0
en funcio´n de Ste para distintos valores de δ y β (ver Figura 4.1).


































Figura 4.1: Gra´fica de ξ
0
en funcio´n de Ste para diferentes valores de β y δ.
4.2. Condicio´n de flujo en el borde fijo
Se estudia el siguiente problema de Stefan a una fase, para un material homoge´neo,
semi-infinito, donde se consideran el calor latente dependiente de una potencia de la
posicio´n y de la velocidad, con una condicio´n de tipo Neumann en el borde fijo. Dicho












(0, t) = −qt(α−1)/2, t > 0, (4.30b)




(Sq(t), t) = −γSβq (t)S˙δq (t), t > 0, (4.30d)
Sq(0) = 0, (4.30e)
donde a2 es le coeficiente de difusividad te´rmica y k representa la conductividad te´rmica.
La temperatura de cambio de fase es cero (4.30c). Se impone una condicio´n de flujo en
el borde fijo caracterizado por q > 0. La caracter´ıstica principal de este problema radica
en que el calor latente esta´ dado de la forma L = γS(t)βS˙δ(t), donde γ > 0 y β y δ son
constantes arbitrarias dadas.
4.2.1. Solucio´n exacta de tipo similaridad
Se presenta a continuacio´n el siguiente resultado que permite obtener la solucio´n exacta
de tipo similaridad al problema (4.30)
Teorema 4.2. Sean β y δ constantes reales tal que β ≥ ma´x(δ,−1−δ). Fijando α = β−δ,
existe una u´nica solucio´n de tipo similaridad (Uq, Sq) para el problema (4.30) y viene dada
por








,−η2)+DqηM (−α2 + 12 , 32 ,−η2)] , (4.31)
Sq(t) = 2a ξq
√
t, (4.32)


































siendo el coeficiente adimensional ξq la u´nica solucio´n positiva de la siguiente ecuacio´n
q
γ2βaβ+δ+1
g(z) = zβ+δ+1, z > 0, (4.35)













Demostracio´n. Para encontrar solucio´n de tipo similaridad para el problema (4.30), se
trabaja de manera ana´loga a lo realizado en la demostracio´n del Teorema 4.1. Se tiene
que si Uq verifica la ecuacio´n del calor (4.30a), de acuerdo al Corolario 2.1 debe adoptar
la forma








,−η2)+DqηM (−α2 + 12 , 32 ,−η2)] . (4.37)




y las constantes Cq, Dq debera´n
hallarse en funcio´n del resto de las condiciones del problema.
Se observa que a partir de la temperatura de cambio de fase (4.30c) que la frontera
libre adopta la forma
Sq(t) = 2a ξq
√
t, (4.38)
donde ξq es un coeficiente positivo adimensional que debera´ hallarse en funcio´n de las
condiciones del problema.
Teniendo en cuenta que Uq viene dado por (4.37) y Sq por (4.38), encontrar la solucio´n
al problema (4.30), consiste en determinar los coeficientes Cq, Dq y ξq.
De la condicio´n de flujo impuesta en la frontera fija x = 0 dada por (4.30b), se obtiene
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obteniendo Cq en funcio´n de ξq.
Finalmente, a partir de la la condicio´n de tipo Stefan dada por (4.30d) se determinara´ el
coeficiente ξq. Para ello, se observa que dadas las fo´rmulas de derivacio´n para las funciones



























































Teniendo en cuenta las relaciones (2.41)-(2.42), la derivada parcial de Uq con respecto a































) = γ2βaβ+δ+1tβ−δ−12 ξβ+δ+1
q
,




, ya que γ, ξq y a no dependen del
tiempo. Por consiguiente, existira´ solucio´n de similaridad al problema (4.30) si
α = β − δ ≥ 0, (4.42)
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y si ξq es una solucio´n positiva de la siguiente ecuacio´n:
q
γ2βaβ+δ+1
g(z) = zβ+δ+1, z > 0 (4.43)
con g dada por (4.36).
Para probar la existencia y unicidad de solucio´n a la ecuacio´n anterior basta con





















) < 0, (4.44)
g(0+) = 1 > 0, (4.45)
g(+∞) = 0. (4.46)
De dichas propiedades se deduce que el lado izquierdo de la ecuacio´n (4.43) es una funcio´n
estrictamente decreciente en la variable z y que decrece de q
γ2βaβ+δ+1
> 0 a 0 cuando z
crece de 0 a +∞. Por otra parte, el lado derecho de la ecuacio´n (4.43), si β + δ + 1 > 0,
resulta ser una funcio´n estrictamente creciente en z que crece de 0 to +∞.
En conclusio´n, si β + δ + 1 > 0, se puede asegurar que la ecuacio´n (4.43) tiene una
u´nica solucio´n positiva, la cual se denota con ξq.
Por u´ltimo, cabe mencionar que las restricciones (4.42), i.e. α = β−δ ≥ 0 y β+δ+1 > 0
implican que β ≥ ma´x(δ,−1− δ).

Especificando diferentes valores para β y δ en el resultado anterior, pueden recuperarse
algunas soluciones de la literatura. Esos casos son establecidos en los siguientes corolarios
Corolario 4.3. La solucio´n al problema de Stefan cla´sico con condicio´n de flujo en la
frontera fija dado en [55], puede recuperarse a partir del Teorema 4.2 fijando β = δ = 0.
Demostracio´n. Tomando β = δ = 0 y por ende α = 0, el calor latente resulta constante
L = γ como en el problema de Stefan cla´sico. Se observa adema´s que la condicio´n de flujo
en el borde fijo x = 0 resulta k
∂Uq
∂x
(0, t) = − q√
t










puede asegurar que ξq resulta definida como la u´nica solucio´n a la siguiente ecuacio´n:
q
γa
exp(−z2) = z, z > 0,
lo cual coincide con la solucio´n dada en [55]. 
Corolario 4.4. Las soluciones dadas en los art´ıculos [36], [37] pueden obtenerse a partir
del Teorema 4.2 tomando β ∈ R+ y δ = 0.
Demostracio´n. Tomando δ = 0, se obtiene que el calor latente esta´ definido por L =
γsβ(t), es decir, por una potencia de la posicio´n. Para dicho caso, tomando α = β se
recuperan de forma automa´tica las soluciones obtenidas en la literatura.

4.2.2. Ejemplos computacionales
Se presentan a continuacio´n algunos ejemplos nume´ricos. Por el Teorema 4.2, se sabe
que la solucio´n al problema 4.30 esta´ caracterizado por un coeficiente adimensional ξq
definido como la u´nica solucio´n de la ecuacio´n (4.43). Dicha ecuacio´n puede reescribirse










Para hallar la ra´ız de la funcio´n Gq se aplica, al igual que en la seccio´n anterior el
























Se calculan los valores del coeficiente ξq para diferentes valores de los para´metros: R, β, δ.
En la Tabla 4.2 se presentan los valores de ξq en funcio´n de R, fijando diferentes valores
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de δ y β.
Tabla 4.2: Coeficiente ξq para distintos valores de R, δ y β.
R = 0,1 R = 0,2 R = 0,3 R = 0,4 R = 0,5
δ = 0, β = 0 0.0990 0.1927 0.2777 0.3531 0.5237
β = 1 0.2138 0.2912 0.3453 0.3875 0.4225
δ = −1/2, β = 0 0.0100 0.0398 0.0879 0.1496 0.2172
β = 1 0.1319 0.2016 0.2543 0.2970 0.2952
δ = 1, β = 1 0.3534 0.4357 0.4904 0.5321 0.5661
β = 3 0.3838 0.4323 0.4627 0.4851 0.5031
Para visualizar mejor los resultados obtenidos en la tabla, se grafican los valores de ξq
en funcio´n del para´metro R para distintos valores de δ y β (ver Figura 4.2).





































Figura 4.2: Gra´fica de ξq en funcio´n de R para diferentes valores de β y δ.
Dado que el calor latente se comporta como una funcio´n de la frontera libre, se grafica


















Se puede entonces observar gra´ficamente (Figura 4.3) lo que se deduce de manera anal´ıtica,
en el sentido que si δ = 0, β = 1, el calor latente se comporta como una potencia p del
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Figura 4.3: Gra´fica del calor latente L en funcio´n del tiempo para R = 0,5, a = 1, γ = 1.
tiempo i.e L ∼ tp, con p = 1
2
< 1. En el caso en que δ = 1, β = 3, se obtiene p = 1 y para
δ = 1, β = 4, la potencia se convierte en p = 3
2
> 1.
4.2.3. Equivalencia con el problema con condicio´n de tipo Dirichlet
en el borde fijo
En la seccio´n anterior se estudio´ el problema de tipo Stefan (4.1), el cual a diferencia
del problema (4.30) tiene una condicio´n de tipo Dirichlet en el borde fijo caracterizada
por θ0 , es decir
U0(0, t) = t
α/2θ0 > 0, t > 0. (4.51)
La solucio´n a dicho problema fue dada en el Teorema 4.1.
Se estudian a continuacio´n condiciones necesarias y suficientes para que los problemas
con condicio´n de temperatura en el borde fijo (4.1), y con condicio´n de flujo en el borde
fijo (4.30), resulten equivalentes.
Teorema 4.3. Sean β y δ constantes reales que satisfacen β ≥ ma´x(δ,−1− δ) y sea α =
β−δ. Entonces, el problema (4.30) resulta equivalente al problema (4.1), si el para´metro q
que caracteriza al flujo en el borde fijo en el problema (4.30) se relaciona con el para´metro
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El coeficiente ξ hace referencia a la u´nica solucio´n de la ecuacio´n (4.43) la cual coincidira´
con la u´nica solucio´n de (4.5)
Demostracio´n. Se considera primero el problema (4.30) con un flujo en el borde fijo x = 0,




esta´ dada por (4.31), (4.32) bajo las hipo´tesis
de que β y δ verifiquen β ≥ ma´x(δ,−1 − δ), y α = β − δ. Se observa que si se calcula
























donde ξq esta´ definida como la u´nica solucio´n de la ecuacio´n (4.43).



























y se resuelve el problema (4.1) con dicho dato. La solucio´n (U0 , S0) se obtiene a partir
del teorema 4.1. La frontera libre S0 esta´ caracterizada por el coeficiente ξ0 , el cual es la






























) = zβ+δ+1, z > 0. (4.53)
Se nota que si z = ξq, la ecuacio´n anterior se reduce a la ecuacio´n (4.43). Esto significa que
z = ξq es solucio´n a la ecuacio´n (4.53). Como la u´nica solucio´n a (4.53) es ξ0 , se sigue que
ξ0 = ξq. Por consiguiente se puede deducir fa´cilmente que C0 = Cq, D0 = Dq obteniendo
que (U0 , S0) con θ0 dado en funcio´n de q, coincide con la solucio´n (Uq, Sq) del problema
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(4.30).
De manera rec´ıproca, se considera el problema (4.1) con dato θ0 > 0 dado, cuya
solucio´n (U0 , S0) esta´ dada por (4.2) y (4.3) bajo las hipo´tesis de que β y δ sean constantes






















































) , donde ξ0 es el coefi-
ciente que caracteriza a la frontera libre S0 .
Se considera el problema (4.30) con dato q en funcio´n de θ0 . La solucio´n (Uq, Sq) puede
obtenerse a partir de las fo´rmulas (4.37) y (4.32). Adema´s la frontera libre Sq se caracteriza





































) = zβ+δ+1, z > 0 (4.54)
La ecuacio´n anterior tiene a z = ξ0 como solucio´n dado que si se reemplaza a z por ξ0
se obtiene que la ecuacio´n (4.54) es equivalente a (4.5). Como la u´nica solucio´n de (4.54)
es ξq, resulta que ξq = ξ0 .Mediante ca´lculos algebriacos se obtiene tambie´n que Cq = C0 ,
Dq = D0 y que entonces la solucio´n (Uq, Sq) al problema (4.30) con dato q dado en funcio´n
de θ0 coincide con la solucio´n (U0 , S0) del problema (4.1).

4.3. Condicio´n convectiva en el borde fijo
A continuacio´n se estudia el problema de tipo Stefan para un material semi-infinito,
con calor latente dependiente de una potencia de la posicio´n y de la velocidad, con una


















, 0 < x < S
h





























(t), t > 0, (4.55d)
S
h
(0) = 0, (4.55e)
donde al igual que antes a2 es le coeficiente de difusividad te´rmica y k representa la
conductividad te´rmica. La temperatura de cambio de fase es cero (4.30c). Se impone una
condicio´n convectiva en el borde fijo, donde la transferencia de calor esta´ caracterizada
por h > 0 y la temperatura ambiente por θ∞ > 0.
4.3.1. Solucio´n exacta de tipo similaridad
Se presenta a continuacio´n el siguiente resultado que permite obtener la solucio´n exacta
de tipo similaridad al problema (4.55)
Teorema 4.4. Sean β y δ constantes reales tal que β ≥ ma´x(δ,−1−δ). Fijando α = β−δ,





















































































siendo el coeficiente adimensional ξ
h





(z) = zβ+δ+1, z > 0 (4.60)
donde f
h

























Demostracio´n. De acuerdo al Corolario 2.1 se tiene que si U
h
verifica la ecuacio´n del calor
entonces adoptara´ la siguiente forma:
U
h























debera´n ser determinadas a partir del resto de las condiciones del problema.
Adema´s, por (4.55c) la frontera libre se puede escribir como
S
h






es un coeficiente positivo, adimensional que debera´ ser determinado.




se representan a partir de (4.62) y(4.63) , respectiva-










































(0, t) = t(α−1)/2Dh
2a
. A partir de la condicio´n convectiva








+ θ∞ . (4.64)
Por otra parte, en virtud de la condicio´n de temperatura en la frontera libre (4.55c),




































en funcio´n del coeficiente ξ
h
.
Para hallar el valor de ξ
h
, se aplica la condicio´n de tipo Stefan (4.55d), pero previa-


















































A partir de las relaciones (2.41) y (2.42), reemplazando D
h







































































, ya que ni γ, ni ξ
h
, ni a dependen del tiempo.
Luego para que exista solucio´n de similaridad al problema (4.55) debe ser



































Resta entonces probar la existencia y unicidad de solucio´n para la ecuacio´n (4.68). Tal





















































(+∞) = 0. (4.72)
Se deduce entonces que el lado izquierdo de la ecuacio´n (4.68) es una funcio´n estric-
tamente decreciente en la variable z, que decrece de hθ∞
γ2βaβ+δ+1
> 0 a 0 cuando z crece de
0 a +∞, mientras que el lado derecho de (4.68), si β + δ + 1 > 0, resulta ser una funcio´n
creciente que va de 0 a +∞.
Se concluye as´ı que si β + δ + 1 > 0, se puede asegurar que (4.68) tiene una u´nica
solucio´n, y por lo tanto, el problema (4.55) tambie´n tiene una u´nica solucio´n.
De las restricciones α = β − δ ≥ 0 y β + δ + 1 > 0 obtenemos que debe ser β ≥
ma´x(δ,−1− δ).

Especificando diferentes valores para β y δ en el teorema anterior, pueden recuperarse
algunas soluciones de la literatura como corolario.
Corolario 4.5. La solucio´n al problema de Stefan a una fase cla´sico con condicio´n con-
vectiva en el borde fijo, puede obtenerse del Teorema 4.4 fijando β = δ = 0 (Ver [21]).
Corolario 4.6. La solucio´n al problema (P
h
) estudiado en el Cap´ıtulo 3, puede recupe-
rarse a partir del Teorema 4.4 fijando β ∈ R+ y δ = 0 (Ver [41]).
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4.3.2. Ejemplos computacionales
En esta seccio´n se presentan algunos ejemplos computacionales, con el objetivo de ilus-
trar en forma gra´fica el comportamiento de la solucio´n al problema (4.55) para diferentes
valores de los para´metros.
De acuerdo al Teorema 4.4, la solucio´n al problema (4.55) esta´ caracterizada por el
coeficiente adimensional ξ
h
definido como la u´nica solucio´n a la ecuacio´n (4.68), la cual
puede reescribirse como G
h














































Al igual que en las secciones anteriores, se resuelve dicha ecuacio´n a trave´s del me´todo















































)]2 − (β + δ + 1)zβ+δ. (4.76)
Se calcula el coeficiente ξ
h
para diferentes valores de los para´metros Ste, Bi, β y δ. En la
Tabla 4.3 se presentan los valores nume´ricos obtenidos para ξ
h
para diferentes valores de
Bi, β y δ, fijando Ste = 0,5.
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Tabla 4.3: Coeficiente ξ
h
para Ste = 0,5 y distintos valores de Bi, δ, β.
Ste=0.5 Bi=1 Bi=10 Bi=50 Bi=100
δ = 0, β = 0 0.2926 0.4422 0.4601 0.4625
β = 1 0.3490 0.4485 0.4617 0.4635
δ = −1/2, β = 0 0.1430 0.3375 0.3617 0.3648
β = 1 0.2701 0.3837 0.3994 0.4015
δ = 1, β = 1 0.4736 0.5514 0.5609 0.5621
β = 3 0.4615 0.5181 0.5260 0.5270
En la Figura 4.4, se grafica ξ
h
en funcio´n del nu´mero de Biot especificando diferentes
valores para el nu´mero de Stefan, δ y β.




































ξ, δ=0, β=1 
ξh, δ=1, β=3
ξ, δ=1, β=3
Figura 4.4: Gra´fica de ξ
h
en funcio´n de Bi, fijando Ste = 0,5.
Dado que el calor latente se comporta como una funcio´n de la frontera libre, se lo podr´ıa
graficar, al igual que en la seccio´n anterior, con el objetivo de observar su evolucio´n en el






















Por lo tanto, el calor latente se comporta como una potencia del tiempo, ma´s au´n, se tiene
que L ∼ tp con p < 1 si β − δ < 2, p = 1 si β − δ = 2 y p > 1 en caso de que β − δ > 2.
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En todos los casos, β debe ser tal que β ≥ ma´x{δ,−1 − δ} para satisfacer las hipo´tesis
del Teorema 4.4.
4.3.3. Equivalencia con el problema con condicio´n de tipo Diri-
chlet en el borde fijo
En la Seccio´n 4.1 se estudio´ el problema de tipo Stefan (4.1), el cual a diferencia del
problema (4.55) ten´ıa una condicio´n de tipo Dirichlet en el borde fijo caracterizada por
θ0 , es decir
U0(0, t) = t
α/2θ0 > 0, t > 0. (4.78)
La solucio´n a dicho problema fue dada en el Teorema 4.1.
Se estudian a continuacio´n condiciones necesarias y suficientes para que los problemas
con condicio´n de temperatura en el borde fijo (4.1), y con condicio´n convectiva en el borde
fijo (4.55), resulten equivalentes. Por equivalencia se entendera´ que ambos problemas
posean la misma solucio´n.
Teorema 4.5. Sean β y δ constantes reales que satisfacen β ≥ ma´x(δ,−1 − δ) y sea
α = β − δ. Entonces, el problema (4.55) resulta equivalente al problema (4.1), si los
para´metros h y θ∞ que caracterizan la condicio´n convectiva en x = 0 en el problema
























El coeficiente ξ hace referencia a la u´nica solucio´n de la ecuacio´n (4.68) la cual coincidira´
con la u´nica solucio´n de (4.5)





) esta´ dada por (4.56) y (4.57), bajo las hipo´tesis de que β y δ sean
constantes que verifiquen β ≥ ma´x(δ,−1−δ), y α = β−δ. Si se calcula U
h






































dado como la u´nica solucio´n de la ecuacio´n (4.68).





y se resuelve el problema con condi-
cio´n de temperatura (4.1). El par solucio´n de dicho problema vendra´ dado por (U0 , S0).
En dicha solucio´n, la frontera libre S0 se caracteriza por un coeficiente adimensional ξ0
que se obtiene como la u´nica solucio´n de la ecuacio´n (4.5), la cual puede reescribirse










































Si se toma z = ξ
h
, la ecuacio´n anterior se reduce a la ecuacio´n (4.68). Esto significa que
z = ξ
h
es solucio´n a la ecuacio´n (4.80). Dado que la u´nica solucio´n a la ecuacio´n (4.80)
esta´ dada por ξ0 , se tiene que ξ0 = ξh. Por consiguiente, se obtiene fa´cilmente que C0 = Ch
y D0 = Dh. Esto implica de manera inmediata que la solucio´n (U0 , S0) al problema (4.1)
con dato θ0 dado en funcio´n de h y θ∞ , coincide con la solucio´n (Uh, Sh) del problema
(4.55).
De manera rec´ıproca, se considera el problema con condicio´n de temperatura en el
borde fijo (4.1) con dato θ0 > 0, cuya solucio´n (U0 , S0) esta´ dada por las fo´rmulas (4.2)
y (4.3) bajo las hipo´tesis de que β y δ sean constantes tales que β ≥ ma´x(δ,−1 − δ), y
α = β − δ. Si se calcula ∂U0
∂x




























. Se considera de esta forma, el problema con
condicio´n convectiva en el borde fijo, gobernado por (4.55) con datos h y θ∞ dados en
funcio´n de θ0 . La solucio´n (Uh, Sh) se obtiene a partir de las fo´rmulas (4.56) y (4.57),



























)] = zβ+δ+1, z > 0. (4.81)
La ecuacio´n anterior tiene a z = ξ0 como solucio´n, ya que si se reemplaza z por ξ0
se obtiene que (4.81) es equivalente a (4.5). Como (4.81 tiene una u´nica solucio´n dada
por ξ
h
, podemos asegurar que ξ
h
= ξ0 . Adema´s mediante algunos ca´lculos algebraicos se
obtiene C
h
= C0 , y Dh = D0 . Por consiguiente, resulta que la solucio´n (Uh, Sh) al problema




Se analiza en esta seccio´n, el comportamiento l´ımite de la solucio´n al problema (4.55)
cuando el coeficiente que caracteriza la transferencia de calor en la frontera fija x = 0,
dado por h tiene a infinito.
Se define a continuacio´n el siguiente problema que consiste en hallar la temperatura







, 0 < x < S(t), t > 0, (4.82a)
U(0, t) = θ∞t
α/2, t > 0, (4.82b)




(S(t), t) = −γS(t)αS˙(t), t > 0, (4.82d)
S(0) = 0, (4.82e)
Como puede observarse, dicho problema corresponde al caso en que se impone una condi-
cio´n de temperatura caracterizada por θ∞ en el borde fijo del material x = 0. La solucio´n
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a este problema fue dada en el Teorema 4.1, y puede obtenerse reemplazando θ0 por θ∞ .
Es decir:





















es la variable de similaridad y las constantes C y D se definen de la
siguiente forma:















siendo el coeficiente adimensional ξ la u´nica solucio´n positiva de la siguiente ecuacio´n
kθ∞
γaβ+δ+22β+1
f(z) = zβ+δ+1, z > 0, (4.86)










) , z > 0. (4.87)
Una vez definido el problema (4.82), se enuncia el siguiente teorema de convergencia.
Teorema 4.6. Sean β y δ constantes reales que verifican β ≥ ma´x(δ,−1 − δ), y α =
β − δ. Entonces, el problema (4.55) converge al problema (4.82) cuando h→∞. En este
















(x, t) = U(x, t), ∀t > 0, 0 < x < S(t).
Demostracio´n. La solucio´n al problema con condicio´n convectiva en el borde fijo (4.55)
esta´ caracterizada por un coeficiente adimensional ξ
h
, el cual depende del para´metro h, y
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Por otro lado, la frontera libre S del problema (4.82) se caracteriza por un coeficiente





, z > 0,






























)] > 0, z ≥ 0,
y que f
h
y f son funciones estrictamente decrecientes en la variable z que decrecen de 2ah
k
a 0 y de +∞ a 0, respectivamente.
Entonces, por definicio´n se tiene que 0 < ξ
h





es una sucesio´n creciente de funciones, se puede asegurar que existe el l´ımite de
ξ
h
cuando h tiende a infinito. Como f
h
(z) ↑ f(z), ∀z > 0, resulta que ξ
h
↑ ξ. Surge de
manera inmediata que S
h
(t) ↑ S(t) cuando h → ∞, para cualquier t > 0. Luego, fijado
0 < x < S(t), existira´ h∗ = h∗(x) tal que 0 < x < S
h
(t) para cualquier h > h∗. Trabajando
algebra´icamente se demuestra que C
h
→ C y D
h
→ D cuando h→∞, de donde surge de
manera inmediata que U
h






problemas de Stefan a una fase con
calor latente dependiente de la
posicio´n
En este cap´ıtulo se estudian diferentes aproximaciones para los problemas (P) y (P
h
)
definidos por (3.49) y (3.1), respectivamente. Recordemos que el problema (P) consiste en







, 0 < x < s(t), t > 0, (5.1a)
T (0, t) = θ∞t
α/2 t > 0, (5.1b)




(s(t), t) = −γs(t)αs˙(t), t > 0, (5.1d)








) que verifiquen (5.1a), (5.1c)-(5.1e),








T (0, t)− θ∞tα/2
]
, t > 0. (5.1b?)
En el Cap´ıtulo 3 se explicitaron los coeficientes f´ısicos involucrados y se dieron las solu-
ciones exactas de dichos problemas.
El principal aspecto de este cap´ıtulo radicara´ en la posibilidad de comparar las apro-
ximaciones que se obtendra´n a partir del me´todo de balance integral cla´sico, el me´todo
de balance integral modificado [25] y el me´todo de balance integral refinado [26], con las
soluciones exactas correspondientes.
El me´todo de balance integral introducido en [24] es un conocido me´todo de apro-
ximacio´n de solucio´n a problemas de Stefan, el cual transforma la ecuacio´n del calor,
en una ecuacio´n diferencial ordinaria en el tiempo, asumiendo un perfil cuadra´tico en el
espacio para la temperatura. Para dichos perfiles, diferenes variantes a este me´todo han
sido establecidos en [25].
A continuacio´n se describira´n detalladamente los me´todos aproximados a utilizar.
5.1. Me´todos de balance integral y variantes
Como uno de los mecanismos de conduccio´n del calor es la difusio´n, la excitacio´n
en el borde fijo x = 0 (por ejemplo, una temperatura, un flujo de calor, una condicio´n
convectiva) no se propaga inmediatamente a todo el material semi-infinito x > 0 sino
que su efecto se percibe en un intervalo acotado [0, δ(t)] (para cada instante de tiempo
t > 0) fuera del cual la temperatura permanece igual a la temperatura inicial. El me´todo
del balance integral calo´rico [24] postula la existencia de una funcio´n δ = δ(t) que mide
la profundidad de la capa te´rmica. En los problemas de cambio de fase se toma la capa
te´rmica como la frontera libre, es decir δ(t) = s(t).
El me´todo de balance integral cla´sico introducido en [24] para resolver problemas que
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involucran un cambio de fase consiste en transformar la ecuacio´n del calor (5.1a) en una
ecuacio´n diferencial ordinaria en el tiempo mediante: asumir un perfil de temperatura
adecuado consistente con las condiciones de frontera, integrar (5.1a) con respecto a la
variable espacial en el intervalo (0, s(t)), y sustituir la condicio´n de Stefan (5.1d) por una
nueva ecuacio´n obtenida a partir de la temperatura de cambio de fase (5.1c). Es decir, si




(s(t), t)s˙(t) + a2
∂2T
∂x2
(s(t), t) = 0. (5.2)












Esta nueva condicio´n sustituira´ a la condicio´n de Stefan en el problema aproximado ob-
tenido a partir del me´todo de balance integral cla´sico.









































El me´todo de balance integral cla´sico, introducido en [24] propone aproximar la
solucio´n del problema (P) mediante la resolucio´n de un problema aproximado que surge
de reemplazar la ecuacio´n del calor (5.1a) por (5.1a?) y la condicio´n de Stefan (5.1d)
por (5.1d?) manteniendo el resto de las condiciones del problema (P) iguales. Se propone
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entonces el problema gobernado por (5.1a?), (5.1b),(5.1c), (5.1d?) y (5.1e).
En [25], se propone una variante al me´todo de balance integral cla´sico, el cual
consiste en resolver un problema en el que so´lo se reemplaza la ecuacio´n del calor (5.1a) por
la del balance integral (5.1a?), manteniendo el resto de las condiciones de (P) iguales. Es
decir, se propone el siguiente problema aproximado gobernado por (5.1a?), (5.1b)-(5.1e).










































(z, t)dzdx = −a2
[






El me´todo de balance integral refinado introducido en [26] propone aproximar
la solucio´n del problema (P), mediante la resolucio´n del problema aproximado gobernado
por (5.1a†), (5.1b)-(5.1e). Es decir, se reemplaza la ecuacio´n (5.1a) por (5.1a†).
Para la resolucio´n de los problemas aproximados que acaban de presentarse, se propone
un perfil cuadra´tico en el espacio para la temperatura:











donde T˜ y s˜ sera´n aproximaciones de T y s respectivamente.
Cabe mencionar que para obtener aproximaciones al problema (P
h
), bastara´ considerar
los mismos problemas aproximados planteados para (P), cambiando la condicio´n en el
borde fijo (5.1b) por (5.1b?).
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5.2. Aproximaciones al problema de Stefan a una fase
con condicio´n de temperatura en el borde fijo
Previo a presentar las diferentes aproximaciones para el problema (P), se recuerda









al cual llamamos nu´mero de Stefan generalizado, dicha solucio´n puede reescribirse de la
siguiente manera





































siendo ν la u´nica solucio´n positiva de la siguiente ecuacio´n
Ste
2α+1











5.2.1. Solucio´n aproximada a trave´s del me´todo de balance in-
tegral cla´sico
El me´todo de balance integral cla´sico postula aproximar la solucio´n del problema (P)
mediante la resolucio´n de un problema aproximado, al cual denotamos con (P1). Dicho
problema consiste en hallar la temperatura T1 = T1(x, t) y la frontera libre s1 = s1(t) de
















, 0 < x < s1(t), t > 0, (5.10a)
T1(0, t) = θ∞t
α/2 t > 0, (5.10b)













(s1(t), t), t > 0, (5.10d)
s1(0) = 0, (5.10e)
asumiendo que T1 adopta un perfil cuadra´tico en el espacio














donde A1 y B1 sera´n constantes a determinar.
Teorema 5.1. Si 0 < Ste < 1, existe al menos una solucio´n al problema (5.10), al cual
denotamos con (P1), que esta´ dada por










































3 + (1 + α)ν2
1
) , (5.15)
y ν1 es una solucio´n de la ecuacio´n siguiente:
z2α+4(−3) 22α+1(α− 2) + z2α+2(−9) 22α+1 + z4+α (−3) 2α(α− 3)(α + 1)Ste
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+ zα+2 (−3) 2α+1(α + 7)Ste + zα9 2αSte + z42(α + 1)2Ste2
+ z2(−12)(α + 1)Ste2 + 18Ste2 = 0, z > 0. (5.16)
Demostracio´n. Primero se observa que adoptar el perfil dado por (5.11), hace que se
verifique automa´ticamente la condicio´n (5.10c).
Por la condicio´n de temperatura impuesta en el borde fijo (5.10b) se tiene que
A1 +B1 = 1 (5.17)
De acuerdo al perfil adoptado se verifica
∂T1
∂x


































































































































− 1)+B1 (23(α + 1)ν21 − 2) = −2α+1να+21Ste . (5.21)
De este modo, se obtienen tres ecuaciones (5.17), (5.19) y (5.21), que relacionan a los
coeficientes desconocidos A1 , B1 y ν1 .
De (5.17) y (5.21) se obtiene, a trave´s de la regla de Cramer, que A1 y B1 esta´n dados
en funcio´n de ν1 por (5.14), (5.15), respectivamente.
Luego, de la ecuacio´n (5.19) surge que ν1 debe ser solucio´n positiva de la ecuacio´n
(5.16).
Para la existencia de solucio´n al problema (P1) resta probar que la funcio´n w1 = w1(z),
definida como el lado izquierdo de (5.16), tiene al menos una ra´ız positiva. Esto se prueba
fa´cilmente evaluando w1(0) = 18Ste
2 > 0 y
w1(1) = −α2(3 2α − 2Ste)Ste− 2α(3 4α + 4Ste2)− 2(3 4α + 3 2α+2Ste− 4Ste2)
Al suponer Ste < 1, resulta que 3 2α − 2Ste > 0, y
3 4α + 3 2α+2Ste− 4Ste2 > 2α+2Ste− 4Ste2 = 4Ste(3 2α − Ste) > 0.
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De donde se obtiene w1(1) < 0. Por ende, se puede asegurar que existe al menos una
solucio´n de la ecuacio´n (5.16) en el intervalo (0, 1). 
Con el fin de testear la exactitud del me´todo de balance integral cla´sico, se comparan
gra´ficamente, para valores de Ste < 1, el coeficiente ν1 que caracteriza a la frontera libre
aproximada s1 con el coeficiente ν que caracteriza a la frontera libre s, para distintos
valores de la potencia α que define al calor latente (ver Figura 5.1).































ν,   α=0.5
ν1,  α=0.5
ν,   α=1
ν1,  α=1
ν,   α=5
ν1,  α=5
Figura 5.1: Comparacio´n de ν y ν
1
para distintos valores de α
Cabe mencionar, que se considera Ste < 1 no so´lo por la hipo´tesis del Teorema 5.1,
sino tambie´n porque generalmente los materiales de cambio de fase bajo temperaturas
adecuadas (realistas) presentan un nu´mero de Stefan menor a 1 (ver [65]).
5.2.2. Solucio´n aproximada a trave´s del me´todo de balance in-
tegral modificado
El me´todo de balance integral modificado postula aproximar la solucio´n del problema
(P) mediante la resolucio´n de un problema aproximado al cual denotamos (P2). Dicho
problema consiste en hallar la temperatura T2 = T2(x, t) y la frontera libre s2 = s2(t) de
















, 0 < x < s2(t), t > 0, (5.22a)
T2(0, t) = θ∞t
α/2 t > 0, (5.22b)




(s2(t), t) = −γs2(t)αs˙2(t), t > 0, (5.22d)
s2(0) = 0, (5.22e)
asumiendo que T2 adopta un perfil cuadra´tico en el espacio como en (5.4).
Teorema 5.2. La solucio´n al problema (5.22), al cual llamamos (P2), esta´ dada por:



























(α + 1) + 3
) , (5.25)
B2 =
−3Ste + 3Ste ν2
2






(α + 1) + 3
) , (5.26)
y donde ν2 es la u´nica solucio´n de
zα+42α(α + 1) + zα+23 2α+1 + z2Ste(α + 1)− 3Ste = 0, z > 0. (5.27)
Demostracio´n. Se observa que la condicio´n (5.22c) se verifica automa´ticamente por el
perfil de temperatura elegido.
































libre se expresa de la forma
s2(t) = 2a ν2
√
t, (5.30)






De la condicio´n en el borde fijo (5.22b) surge que
A2 +B2 = 1. (5.32)





− 1)+B2 (23(α + 1)ν22 − 2) = −2α+1να+22Ste . (5.33)
De las ecuaciones (5.31), (5.32) y (5.33) surge que A2 y B2 se escriben en funcio´n de ν2 a
trave´s de (5.25) y (5.26), respectivamente. As´ı como tambie´n que ν2 debe ser solucio´n de
la ecuacio´n (5.27). Para que el teorema quede demostrado, resta probar que la ecuacio´n
(5.27) tiene una u´nica solucio´n positiva. Esto es equivalente a probar que la funcio´n
w2 = w2(z) tiene una u´nica ra´ız real positiva, siendo w2 el lado izquierdo de (5.27). Ahora
bien, eso resulta trivial ya que
w2(0) = −3Ste < 0, w2(+∞) = +∞,
dw2
dz
(z) > 0, ∀z > 0.

En la Figura 5.2 se comparan gra´ficamente, para valores de Ste < 1, el coeficiente ν2
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que caracteriza a la frontera libre aproximada s2 con el coeficiente ν que caracteriza a la
frontera libre s, para distintos valores de la potencia α que define al calor latente.































ν,   α=0.5
ν2,  α=0.5
ν,   α=1
ν2,  α=1
ν,   α=5
ν2,  α=5
Figura 5.2: Comparacio´n de ν y ν
2
para distintos valores de α
5.2.3. Solucio´n aproximada a trave´s del me´todo de balance in-
tegral refinado
El me´todo de balance integral modificado postula aproximar la solucio´n del problema
(P) mediante la resolucio´n de un problema aproximado al cual denotamos (P3). Dicho
problema consiste en hallar la temperatura T3 = T3(x, t) y la frontera libre s3 = s3(t) de














, 0 < x < s3(t), t > 0, (5.34a)
T3(0, t) = θ∞t
α/2 t > 0, (5.34b)




(s3(t), t) = −γs3(t)αs˙3(t), t > 0, (5.34d)
s3(0) = 0, (5.34e)
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asumiendo que T3 adopta un perfil cuadra´tico en el espacio como en (5.4).
Teorema 5.3. La solucio´n al problema (5.34), al cual llamamos (P3), esta´ dada por:



























(α + 1) + 3
) , (5.37)
B3 =
−3Ste + 3Ste ν2
3






(α + 1) + 3
) , (5.38)
y donde ν3 es la u´nica solucio´n de
zα+42α+1α + zα+23 2α+2 + z2Ste(2 + 3α)− 6Ste = 0, z > 0. (5.39)
Demostracio´n. La demostracio´n resulta ana´loga a la del Teorema 5.2. Basta observar que





















En la Figura 5.3 se comparan gra´ficamente, para valores de Ste < 1, el coeficiente ν3
que caracteriza a la frontera libre aproximada s3 con el coeficiente ν que caracteriza a la
frontera libre s, para distintos valores de la potencia α que define al calor latente.
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ν,   α=0.5
ν3,  α=0.5
ν,   α=1
ν3,  α=1
ν,   α=5
ν3,  α=5
Figura 5.3: Comparacio´n de ν y ν
3
para distintos valores de α
5.2.4. Comparaciones entre soluciones aproximadas
En las secciones anteriores se han aplicado tres me´todos diferentes para aproximar
la solucio´n al problema de Stefan (P), con calor latente variable, dependiente de una
potencia de la posicio´n.
Para cada uno de estos me´todos, es decir, para cada problema (P
i
), i = 1, 2, 3 se han
comparado gra´ficamente los coeficientes adimensionales ν
i
que caracterizan a la frontera
libre aproximada s
i
, con el coeficiente ν que caracteriza a la frontera exacta s.
El objetivo sera´ entonces, para diferentes valores del nu´mero de Stefan, comparar
nume´ricamente el calor de ν dado por (5.9) con los valores aproximados ν1 , ν2 y ν3 dados
por (5.16), (5.27) y (5.39), respectivamente.
Para que las comparaciones sean ma´s representativas, en la Tablas 5.1-5.3 se muestran
los valores del coeficiente exacto ν, del aproximado ν
i






∣∣, i = 1, 2, 3 para diferentes valores de Ste y α.
Se observa a partir de las tablas que para α = 0,5, los errores cometidos por los
me´todos son menores que para α = 0 o α = 5. En todos los casos, el me´todo que mejor
aproxima a la frontera libre exacta del problema (P) es el dado por el me´todo de balance
integral modificado (P2).
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Tabla 5.1: Coeficientes adimensionales de las fronteras libres y sus errores relativos respecto de la
solucio´n exacta fijando α = 0.
Ste ν ν1 Erel(ν1) ν2 Erel(ν2) ν3 Erel(ν3)
0.1 0.2200 0.2232 1.4530 % 0.2209 0.3947 % 0.2218 0.7954 %
0.2 0.3064 0.3143 2.5729 % 0.3087 0.7499 % 0.3111 1.5213 %
0.3 0.3699 0.3827 3.4575 % 0.3738 1.0707 % 0.3780 2.1856 %
0.4 0.4212 0.4388 4.1687 % 0.4270 1.3618 % 0.4330 2.7953 %
0.5 0.4648 0.4869 4.7478 % 0.4723 1.6266 % 0.4804 3.3561 %
0.6 0.5028 0.5290 5.2236 % 0.5122 1.8683 % 0.5222 3.8729 %
0.7 0.5365 0.5666 5.6173 % 0.5477 2.0895 % 0.5599 4.3501 %
0.8 0.5669 0.6006 5.9443 % 0.5799 2.2923 % 0.5941 4.7913 %
0.9 0.5946 0.6316 6.2165 % 0.6094 2.4786 % 0.6255 5.1999 %
1.0 0.6201 0.6600 6.4432 % 0.6365 2.6500 % 0.6547 5.5786 %
Tabla 5.2: Coeficientes adimensionales de las fronteras libres y sus errores relativos respecto de la
solucio´n exacta, fijando α = 0,5.
Ste ν ν1 Erel(ν1) ν2 Erel(ν2) ν3 Erel(ν3)
0.1 0.2569 0.2587 0.6956 % 0.2574 0.2001 % 0.2580 0.4012 %
0.2 0.3339 0.3372 0.9999 % 0.3349 0.3147 % 0.3360 0.6321 %
0.3 0.3876 0.3921 1.1718 % 0.3891 0.3974 % 0.3907 0.7995 %
0.4 0.4298 0.4353 1.2678 % 0.4318 0.4596 % 0.4338 0.9260 %
0.5 0.4650 0.4711 1.3143 % 0.4674 0.5067 % 0.4698 1.0225 %
0.6 0.4953 0.5018 1.3264 % 0.4980 0.5423 % 0.5007 1.0959 %
0.7 0.5220 0.5288 1.3133 % 0.5249 0.5684 % 0.5280 1.1508 %
0.8 0.5458 0.5528 1.2814 % 0.5491 0.5869 % 0.5523 1.1905 %
0.9 0.5675 0.5745 1.2352 % 0.5709 0.5989 % 0.5744 1.2173 %
1.0 0.5873 0.5943 1.1777 % 0.5909 0.6054 % 0.5946 1.2334 %
Por otra parte, a partir de los resultados obtenidos en las secciones anteriores, tambie´n
se compara la temperatura exacta T con la temperatura aproximada T
i
, i = 1, 2, 3, dadas
por (5.11), (5.23) y (5.35), respectivamente, fijando α = 5, Ste = 0,5, θ∞ = 30, a = 1
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Tabla 5.3: Coeficientes adimensionales de las fronteras libres y sus errores relativos respecto de la
solucio´n exacta, fijando α = 5.
Ste ν ν1 Erel(ν1) ν2 Erel(ν2) ν3 Erel(ν3)
0.1 0.3793 0.3563 6.0700 % 0.3723 1.8469 % 0.3656 3.6135 %
0.2 0.4151 0.3849 7.2853 % 0.4055 2.3333 % 0.3963 4.5496 %
0.3 0.4374 0.4020 8.0816 % 0.4256 2.6810 % 0.4145 5.2154 %
0.4 0.4537 0.4143 8.6859 % 0.4403 2.9615 % 0.4276 5.7505 %
0.5 0.4667 0.4239 9.1776 % 0.4518 3.2010 % 0.4377 6.2058 %
0.6 0.4775 0.4317 9.5943 % 0.4612 3.4122 % 0.4460 6.6060 %
0.7 0.4869 0.4384 9.9572 % 0.4693 3.6025 % 0.4529 6.9656 %
0.8 0.4950 0.4442 10.2795 % 0.4763 3.7766 % 0.4589 7.2936 %
0.9 0.5023 0.4492 10.5699 % 0.4826 3.9376 % 0.4642 7.5962 %
1.0 0.5090 0.4538 10.8345 % 0.4881 4.0880 % 0.4689 7.8780 %





























Figura 5.4: Mapa de colores para T





























Figura 5.5: Mapa de colores para T
1





























Figura 5.6: Mapa de colores para T
2





























Figura 5.7: Mapa de colores para T
3
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5.3. Aproximaciones al problema de Stefan a una fase
con condicio´n convectiva en el borde fijo
La solucio´n al problema (P
h
), dada en el Teorema 3.1, se reescribe como
T
h












































































































)] = zα+1, z > 0, (5.45)
donde Ste = θ∞k
γaα+2













5.3.1. Solucio´n aproximada a trave´s del me´todo de balance in-
tegral cla´sico
El me´todo de balance integral cla´sico postula aproximar la solucio´n del problema
(P
h
) mediante la resolucio´n de un problema aproximado al cual llamaremos (P
1h
). Dicho
































, 0 < x < s
1h



































(t), t), t > 0, (5.46d)
s
1h
(0) = 0, (5.46e)
Se asume que T
1h
adopta un perfil cuadra´tico en el espacio
T
1h

























sera´n constantes a determinar.
Teorema 5.4. Si 0 < Ste < 1, α ≥ 0 y Bi es suficientemente grande, existe al menos
una solucio´n al problema (5.46), al cual llamamos (P
1h
), la cual esta´ dada por:
T
1h
























































−3Ste + 3Ste ν2
1h




















z2α+4(−3)22α+1(α− 2) + z2α+3(−3)22α
Bi






+ zα+4(−3)2αSte(α− 3)(α + 1) + zα+3(−3)2α+1
Bi
Ste(α− 1)(α + 1)
+ zα+2(−3)2α+1Ste(α + 7) + zα+132α+1
Bi
Ste(α− 5) + zα9 2αSte + z42Ste2(1 + α)2
+ z2(−12)Ste2(α + 1) + 18Ste2 = 0, z > 0. (5.52)
Demostracio´n. Primero se observa que adoptar el perfil dado por (5.47), hace que se






















































































































Por otra parte, de acuerdo a (5.46b) se sigue que
A
1h




(1 + Bi ν
1h
) = 2Bi ν
1h
. (5.56)
















Luego, de la ecuacio´n (5.54) surge que ν
1h
debe ser solucio´n positiva de la ecuacio´n
(5.52).




(z) al lado izquierdo de la ecuacio´n (5.52), se tiene que
ω
1h



















− 2 (3 4α + 3 22+αSte− 4Ste2)+ 3
Bi
(
22α+3 − 23+αSte) . (5.58)
Se observa que para todo 0 < Ste < 1, α ≥ 0 se tiene que
3 2α − 2Ste + 3
Bi
2α+1 > 0,
3 4α + 3 22+αSte− 4Ste2 > 0,
y
















Como 22α+3 − 23+αSte = 2α23(2α − Ste) > 0, se tiene que existira´ un nu´mero Bi suficien-
temente grande de manera que ω
1h
(1) < 0. Por ende, existira´ al menos una solucio´n a la
ecuacio´n (5.52).

Con el fin de testear la exactitud del me´todo de balance integral cla´sico, se comparan
gra´ficamente, para distintos valores de Bi y α, fijando Ste = 0,5, el coeficiente ν
1h
que
caracteriza a la frontera libre aproximada s
1h
con el coeficiente ν
h
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para distintos valores de Bi fijando α = 1 o 5 y Ste = 0,5
5.3.2. Solucio´n aproximada a trave´s del me´todo de balance in-
tegral modificado
El me´todo de balance integral modificado postula aproximar la solucio´n del problema
(P
h
) mediante la resolucio´n de un problema aproximado al cual llamaremos (P
2h
). Dicho
































, 0 < x < s
2h





























(t), t > 0, (5.59d)
s
2h
(0) = 0, (5.59e)
asumiendo que T
2h
adopta un perfil cuadra´tico en el espacio como en (5.4).
Teorema 5.5. Dado Ste > 0 y α ≥ 0, existe una u´nica solucio´n al problema (5.22), al
cual llamamos (P2) y esta´ dada por:
T
2h
























































−3Ste + 3Ste ν2
2h

























+z2Ste(α+1)−3Ste = 0, z > 0.
(5.64)
Demostracio´n. Se observa que la condicio´n (5.59c) se verifica automa´ticamente por el





























Si se introduce la variable ν
2h















libre se expresa de la forma
s
2h












De la condicio´n en el borde fijo (5.59b) surge que
A
2h






) = 2Bi ν
2h
. (5.69)






− 1)+B2 (23(α + 1)ν22h − 2) = −2α+1να+22hSte . (5.70)




se escriben en funcio´n de ν
2h
a trave´s
de (5.62) y (5.63), respectivamente. As´ı como tambie´n que ν
2h
debe ser solucio´n de la ecua-
cio´n (5.64). Para que el teorema quede demostrado, resta probar que la ecuacio´n (5.64)





tiene una u´nica ra´ız real positiva, siendo w
2h
el lado izquierdo de (5.64). Ahora bien, eso
resulta trivial ya que
w
2h
(0) = −3Ste < 0, w
2h
(+∞) = +∞, dw2h
dz
(z) > 0, ∀z > 0.

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Se ha demostrado en el Cap´ıtulo 3 que la solucio´n del problema exacto (P
h
) converge
a la solucio´n del problema (P) cuando el coeficiente h, que caracteriza la transferencia de
calor en el borde fijo tiende a infinito. A continuacio´n se prueba que sucede los mismo
para los problemas aproximados que surgen de aplicar el me´todo de balance integral
modificado.
Teorema 5.6. La solucio´n del problema (P
2h
) dada por el Teorema 5.5 converge a la
solucio´n del problema (P2) dada por el Teorema 5.2 cuando el coeficiente h que caracteriza
a la transferencia de calor en el borde fijo tiende a infinito.
Demostracio´n. La frontera libre solucio´n del problema (P
2h
) se caracteriza por un coefi-
ciente ν
2h




(z) definida por el lado izquierdo










(z)− ω2(z) = zα+3
2α+1
Bi
(α + 1) + zα+13
2α
Bi
> 0, ∀z > 0.




es una sucesio´n creciente, acotada superiormente por ν.
Luego, cuando h→∞, o equivalentemente cuando Bi→∞, se tiene que ω2h → ω2 y
por ende ν
2h
→ ν2 . Surge de manera trivial que s2h(t)→ s2(t), para todo t > 0. Probando
adema´s que A
2h
→ A2 y B2h → B2 sigue que T2h(x, t) → T2(x, t) cuando h → ∞ para
cada t > 0 y 0 < x < s2(t). 
En la Figura 5.9 se comparan gra´ficamente, para valores de Bi > 1, el coeficiente ν
2h
que caracteriza a la frontera libre aproximada s
2h
con el coeficiente ν
h
que caracteriza
a la frontera libre s
h
, para distintos valores de la potencia α que define al calor latente
y fijando Ste = 0,5. Se observa que a medida que Bi crece, el valor de ν
2h
se acerca al
valor de ν2 , coeficiente que caracteriza a la frontera libre del problema con condicio´n de
temperatura en el borde fijo.
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Figura 5.9: Comparacio´n de ν y ν
2h
para distintos valores de Bi, fijando α = 1 o 5 y Ste = 0,5
5.3.3. Solucio´n aproximada a trave´s del me´todo de balance in-
tegral refinado
El me´todo de balance integral refinado postula aproximar la solucio´n del problema
(P
h
) mediante la resolucio´n de un problema aproximado al cual llamaremos (P
3h
). Dicho































, 0 < x < s
3h





























(t), t > 0, (5.71d)
s
3h
(0) = 0, (5.71e)
asumiendo que T
3h
adopta un perfil cuadra´tico en el espacio como en (5.4).
Teorema 5.7. Sean 0 < Ste < 1, α ≥ 0 y Bi ≥ 0, luego existe una u´nica solucio´n al
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problema (5.71), al cual llamamos (P
3h
), y esta´ dada por:
T
3h





























































































+ zα+23 2α+2 + zα+1
3 2α+1
Bi
+ z2Ste(2 + 3α)− 6Ste = 0, z > 0. (5.76)
Demostracio´n. La demostracio´n resulta ana´loga a la del Teorema 5.5. Basta observar que

























Teorema 5.8. La solucio´n del problema (P
3h
) dada por el Teorema 5.7 converge a la
solucio´n del problema (P3) dada por el Teorema 5.3 cuando el coeficiente que caracteriza
a la transferencia de calor en el borde fijo h tiende a infinito.
Demostracio´n. La prueba resulta ana´loga a la realizada en el Teorema 5.6. 
En la Figura 5.10 se comparan gra´ficamente, para valores de Bi > 1, el coeficiente
ν
3h
que caracteriza a la frontera libre aproximada s
3h
con el coeficiente ν
h
que caracteriza
a la frontera libre s
h
, para distintos valores de la potencia α que define al calor latente
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y fijando Ste = 0,5. Se observa que a medida que Bi crece, el valor de ν
3h
se acerca al
valor de ν3 , coeficiente que caracteriza a la frontera libre del problema con condicio´n de
temperatura en el borde fijo.
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Figura 5.10: Comparacio´n de ν y ν
3h
para distintos valores de Bi, fijando α = 1 o 5 y Ste = 0,5
5.3.4. Comparaciones entre soluciones aproximadas
En esta seccio´n se comparan las tres soluciones aproximadas obtenidas para el proble-
ma con condicio´n convectiva en el borde fijo (P
h
).
Para cada uno de estos me´todos, es decir, para cada problema (P
ih
), i = 1, 2, 3 se han
comparado gra´ficamente los coeficientes adimensionales ν
ih
que caracterizan a la frontera
libre aproximada s
ih
, con el coeficiente ν
h
que caracteriza a la frontera exacta s
h
.
El objetivo es entonces comparar nume´ricamente el valor de ν
h







dados por (5.52), (5.64) y (5.76), respectivamente.
Para que las comparaciones sean ma´s representativas, en la Tablas 5.4-5.6 se muestran
los valores del coeficiente exacto ν
h
, del aproximado ν
ih
y el error porcentual cometido





∣∣∣, i = 1, 2, 3 para diferentes valores de Bi y α fijando
Ste = 0,5.
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Tabla 5.4: Coeficientes adimensionales de las fronteras libres y sus errores relativos respecto de la





Erel(ν1h) ν2h Erel(ν2h) ν3h Erel(ν3h)
1 0.2926 0.2966 1.3828 % 0.2937 0.3939 % 0.2899 0.9103 %
10 0.4422 0.4681 5.8548 % 0.4484 1.4111 % 0.4545 2.7969 %
20 0.4533 0.4776 5.3525 % 0.4602 1.5151 % 0.4672 3.0744 %
30 0.4571 0.4807 5.1622 % 0.4642 1.5514 % 0.4716 3.1679 %
40 0.4590 0.4822 5.0628 % 0.4662 1.5699 % 0.4738 3.2148 %
50 0.4601 0.4832 5.0019 % 0.4674 1.5811 % 0.4751 3.2430 %
60 0.4609 0.4838 4.9606 % 0.4682 1.5886 % 0.4759 3.2618 %
70 0.4615 0.4842 4.9309 % 0.4688 1.5940 % 0.4766 3.2752 %
80 0.4619 0.4845 4.9085 % 0.4693 1.5980 % 0.4771 3.2853 %
90 0.4622 0.4848 4.8909 % 0.4696 1.6012 % 0.4774 3.2932 %
100 0.4625 0.4850 4.8768 % 0.4699 1.6037 % 0.4777 3.2994 %
Tabla 5.5: Coeficientes adimensionales de las fronteras libres y sus errores relativos respecto de la





Erel(ν1h) ν2h Erel(ν2h) ν3h Erel(ν3h)
1 0.3274 0.3293 0.5908 % 0.3280 0.1779 % 0.3160 3.4746 %
10 0.4459 0.4551 2.0484 % 0.4480 0.4543 % 0.4474 0.3370 %
20 0.4553 0.4631 1.7173 % 0.4574 0.4798 % 0.4583 0.6724 %
30 0.4585 0.4657 1.5912 % 0.4607 0.4886 % 0.4621 0.7874 %
40 0.4601 0.4671 1.5250 % 0.4623 0.4931 % 0.4640 0.8456 %
50 0.4610 0.4679 1.4844 % 0.4633 0.4958 % 0.4651 0.8807 %
60 0.4617 0.4684 1.4569 % 0.4640 0.4976 % 0.4659 0.9042 %
70 0.4622 0.4688 1.4370 % 0.4645 0.4989 % 0.4664 0.9210 %
80 0.4625 0.4691 1.4220 % 0.4648 0.4999 % 0.4668 0.9336 %
90 0.4628 0.4693 1.4103 % 0.4651 0.5006 % 0.4672 0.9434 %
100 0.4630 0.4695 1.4009 % 0.4653 0.5012 % 0.4674 0.9513 %
Se observa a partir de las tablas que para α = 0,5, los errores cometidos por los
me´todos son menores que para α = 0 o α = 5. En todos los casos, el me´todo que mejor
aproxima a la frontera libre exacta del problema (P
h




Por otra parte, a partir de los resultados obtenidos en las secciones anteriores, tambie´n
se compara la temperatura exacta T
h
con la temperatura aproximada T
ih
, i = 1, 2, 3, dadas
por (5.47), (5.60) y (5.72), respectivamente, fijando α = 5, Ste = 0,5, θ∞ = 30, a = 1
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Tabla 5.6: Coeficientes adimensionales de las fronteras libres y sus errores relativos respecto de la





Erel(ν1h) ν2h Erel(ν2h) ν3h Erel(ν3h)
1 0.4073 0.3834 5.8702 % 0.4005 1.6647 % 0.3730 8.4069 %
10 0.4569 0.4170 8.7307 % 0.4437 2.8806 % 0.4259 6.7799 %
20 0.4616 0.4203 8.9507 % 0.4476 3.0301 % 0.4315 6.5196 %
30 0.4632 0.4214 9.0256 % 0.4489 3.0845 % 0.4335 6.4217 %
40 0.4641 0.4220 9.0633 % 0.4496 3.1126 % 0.4345 6.3703 %
50 0.4646 0.4224 9.0861 % 0.4501 3.1298 % 0.4351 6.3387 %
60 0.4649 0.4226 9.1012 % 0.4503 3.1414 % 0.4356 6.3173 %
70 0.4652 0.4228 9.1121 % 0.4505 3.1497 % 0.4359 6.3018 %
80 0.4654 0.4229 9.1203 % 0.4507 3.1560 % 0.4361 6.2901 %
90 0.4655 0.4230 9.1266 % 0.4508 3.1609 % 0.4363 6.2809 %
100 0.4656 0.4231 9.1317 % 0.4509 3.1649 % 0.4364 6.2736 %





























Figura 5.11: Mapa de colores para T
h





























Figura 5.12: Mapa de colores para T
1h





























Figura 5.13: Mapa de colores para T
2h


































En esta Tesis se han obtenido soluciones exactas y aproximadas a problemas de tipo
Stefan con calor latente variable sobre medios unidimensionales semi-infinitos, homoge´neos
e isotro´picos, complementando los trabajos iniciados en [1, 2, 3, 35, 36, 37].
En primer lugar, se presentaron las diferentes aplicaciones que motivaron el estudio
de este tipo de problemas como ser: el movimiento de las costas mar´ıtimas en una cuenca
sedimentaria, la consolidacio´n unidimensional del suelo con umbral de gradiente y la
congelacio´n artificial del suelo.
Luego, se presentaron dos problemas de tipo Stefan con calor latente definido como
una potencia no negativa de la posicio´n y con una condicio´n de tipo Robin en el borde
fijo del material: el primero a una fase y el segundo a dos fases. Se hallaron soluciones de
similaridad utilizando las funciones de Kummer. Se analizo´ tambie´n el comportamiento
l´ımite cuando el coeficiente que caracteriza la transferencia de calor en el borde fijo tiende
a infinito. Se exhibieron diferentes ejemplos nume´ricos. Para el caso del problema a una
fase, se estudiaron las condiciones sobre los datos del problema, para que el mismo resulte
equivalente al problema que posee una condicio´n de Dirichlet o Neumann, en vez de Robin,
en el borde fijo.
Posteriormente, se realizo´ una generalizacio´n matema´tica del primer problema estu-
diado, considerando problemas de tipo Stefan con calor latente dependiente no so´lo de una
potencia de la posicio´n sino tambie´n de una potencia de la velocidad. De manera ana´loga,
se resolvieron los problemas con condiciones de temperatura flujo o convectiva en el borde
fijo, mediante el me´todo de similaridad. Para el caso convectivo, se realizo´ un estudio del
comportamiento l´ımite de la solucio´n cuando el coeficiente que caracteriza la transferencia
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de calor en el borde fijo tiene a infinito. Se proporcionaron ejemplos computacionales para
el ca´lculo de la frontera libre y el calor latente (variable en el tiempo).
Finalmente, se presentaron aproximaciones para el problema de Stefan a una fase con
calor latente dependiente de la posicio´n y condiciones de tipo Dirichlet o Robin en el borde
fijo. Para obtener dichas aproximaciones se utilizaron los me´todos de balance integral
cla´sico, una variante del mismo, y el me´todo de balance integral refinado. Se compararon
las distintas aproximaciones obtenidas con la soluciones exactas correspondientes y se
calcularon los errores relativos porcentuales cometidos en cada me´todo.
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